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ЖЕДЕ A A ИНЕ X: HH Eh HEP Ei н. А Ck ЗЕ А.Е ЗСНА А) E 
ЖЁН R Sy. rPH th x J 8 Б А t Tü PJ ЖЕЛЕ Ж TAM IH Tl 
AJ НВК. Se Xi {М М {КЕЛЕЕ AS S E p= 71 BS Ж 
展 起 了 重要 的 推动 作用 . 过 去 三 百年 中 ,物理 学 中 的 自然 界 的 基本 
规律 都 量 用 煞 学 表述 的 。 近 代 科 学 技术 新 纪元 的 开辟 将 牛顿 曾 将 
他 毕生 最 重要 的 著作 命名 为 《自然 哲学 的 数学 原理 ?》。20 世纪 最 伟 
大 的 科学 家 爱 因 斯 坦 在 他 的 自述 文章 中 也 一 再 谈 到 数学 对 他 的 成 
长 和 对 他 毕生 成 就 的 根本 影响 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,电子 计算 机 
的 发 明和 发 展 , 数学 不 仅 是 整个 自然 科学 的 基础 , 同时 也 是 工程 科 
学 和 技术 , 信息 科学 和 技术 ,经济 科学 、 管理 科学 乃至 某 些 信 文科 
学 必 不 可 少 的 工具 。 提 高 人 才 的 数学 察 质 已 咸 为 一 项 迫 在 肩 睫 的 
重要 任务 。 

世界 上 第 一 次 真正 有 组 织 的 数学 竞赛 始 于 匈 闭 利 数 学 竞赛 
(1894 年 ) .一 个 多 世纪 的 数学 奥林匹克 活动 的 实践 和 研究 证 明 , 科 
学 合理 地 举办 各 级 数学 与 林 轧 克 活 动 , 对 于 传播 数学 思想 方法 , ФК 
发 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 , 培养 学 生 的 创新 精神 , 提高 学 生 的 数学 嘉 
JE. 思维 能 力 . 促进 数学 教师 素质 的 握 高 和 数学 教育 改革 , 发 展 和 
选拔 优秀 人 才 等 都 是 十 分 有 瘟 的 。 

如 何 更 为 科学 , 合理 . 有 效 地 开展 数学 奥林匹克 培训 活动 , 是 
我 们 数学 教育 工作 者 所 而 临 的 一 个 重要 课题 . 建设 科学 .实用 的 震 
训 教 材 则 是 这 一 课题 取得 进展 的 一 大 关键 . 是 握 商 教学 效益 .所 和 
教学 质量 的 禁 本 保证, 作为 一 种 尝试 ,本 秦 书 以 笔者 多 年 亲自 培训 
数学 奥林匹克 选手 积 黑 的 经 验 为 基础 ， 以 众多 的 国内 外 数学 奥 林 
匹克 文献 为 源泉 , 根据 现行 中 学 数学 教学 大 网 , 按 年 级 分 为 初 -- 分 


册 . 初 二 分 册 . 初 壮 分册 .高 一 分 册 .高 二 人 分册、 高 三 分 册 .方法 与 朵 
究 分 册 进 行 编写 。 它 禹 奥林匹克 数学 的 理论 ,方法 与 应 用 为 一 体 ， 


352r a S] H БЕЗЕ], ТРК КАЕ ya SE RU AS [а ОКЕ, 以 知识 所 为 
主线 , 尽量 做 到 与 课堂 教 党 同步, 由 浅 入 深 , ЕРТ УР 3| 
申 扩 充 , 十 分 便利 学 生 上 自学。 

数学 离 不 开 解 题 - 问题 是 数学 的 心 胜 , 数 学 奥林匹克 是 解 题 的 
竞赛 ,要 提高 解 题 能 力 ,练习 是 必 不 可 少 的 , ЯЕ Ж Er ,还 专门 为 
初 一 至 高 三 和 名 年 级 配备 了 训练 题 集 , 用 作 自 我 测试 与 评 佑 ,本 套 书 
Bir Bi .习题 中 , 婚 有 传统 的 佳 题 , 双 有 国内 外 近世 年 涌现 的 佳 题 ， 
还 有 作者 根据 自己 的 教学 实践 编 反 的 新 题 ， 其 中 有 相当 一 部 分 对 
帮助 参加 中 .高 考 掌 生 解 答 中 .高 考试 仆 中 对 能 力 机 求 较 商 的 问题 
大 有 帮助 ,相信 读者 道 过 对 这 些 问题 的 研讨 .解答 ,会 受 蔓 配 浅 。 

有 必要 指出 的 是 ， 本 书 还 有 助 于 帮助 读者 破除 对 数学 奥 林 匹 
克 的 神秘 感 , 发 现 开 发 自己 身上 存在 的 至 大 潜能 ,以 增进 自信 , 从 
而 进一步 大 胆 主动 地 去 领略 数学 风采 ,探索 数学 世界 奥秘 。 

本 套 书 可 殿中 等 及 中 等 以 上 程度 的 学 生 自 学 用， 也 可 作为 数 
学 奥林匹克 活动 的 指导 和 参考 书 。 
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д 获得 者 .武汉 市 首 山 教育 界 十 位 名 师 之 
享受 国务 院 政府 特殊 津 旭 
多 年 来 坚持 因材施教 ,积极 探索 发 展 学 生 个 性 特长 、 优 化 学 生 有 s 
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и HEER, ЖЕ ВЕЖЕ НЗ 论文 《数学 教学 ылыы 3:3 E E 0:0: 085 ДЖ». 
《关于 数学 教学 的 局 去 思 考 》 ， Dico s sha АБН =. 
前 者 在 中 国教 育 学 会 成 立 十 半年 优秀 论文 评选 中 获奖 . еа sE 656 35) 高 


PIRR. Ih Fita bs Iri - (ЖЕГЕ БЕЈ) 高 一 数学 、 高 二 数学 等 书 
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学 教学 》 编 和 
Айо pror aaa 教练 .1894 年 任 全 国 高 中 
数学 联赛 命题 组 成 员 、1996 年 任 汉城 国际 数学 竞赛 中 国 队 主 教练 ， 取 得 
洲 体 冠军 和 两 枚 金牌 、 _ 枚 银牌。 一 枚 铜牌 的 佳绩 连续 任 第 四 履 ， SER., Жуа. 第 
七 届 全 国 华 罗 庚 金杯 赛 武 汉 队 主教 练 ， 获 全 国 华罗庚 金杯 赛 金牌 教练 奖 和 伯乐 奖 . 2001 年 
ff 428 З BLAA TL s н BS 3 9 
发 表 论 文 40 余 篇 . 翻译 、 编 著 图 韦 40 余 本 ， 论 文 GT RUNE S 对 选手 的 能 力 要 
被 评 为 全 国 中 学 教学 期 刊 优秀 论文 . 专著 《奥林匹克 数学 教程 》 获 武汉 市 教育 学 会 优秀 专 
著 一 等 奖 ， 在 国家 数学 竞赛 世界 联盟 第 三 次 会 议 上 交流 。VCD 教 学 录像 《特级 教师 指导 学 
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第 一 讲 一 元 二 次 方程 的 解法 


知识 点 和 方法 述 要 


.1. 两 边 部 是 关于 未 知 数 的 整 式 的 方程 叫 作 整 式 方程 . 只 含 一 个 
未 知 数 旨 未知数 的 最 篇 次 数 是 2 的 整 式 方程 叫做 一 元 二 次 方程 . 

任何 一 个 一 元 二 次 方程 即 可 通过 展开 , 移 项 .合并 同类 项 等 步骤 
把 它 化 成 一 般 形 式 : ax + ba + c =0(a=0).a,b, c 分 别 为 二 次 项 、 
一 次 项 ,常数 项 的 系数 . 

2. 解 一 元 二 次 方程 有 直接 开平 方法 、 配 方法 、 公 式 法 、 因 式 分 解 
法 .后 二 种 最 为 常用 .对 于 一 般 形 式 的 一 元 二 次 方程 , 求 根 公式 为 


+ = =s / 62 Aac (b -4ас:>0). (D 
E BiU ERR OCTO BOE (АЕА BÉ — a É FJ 3 =e 


Jrik. 

LW A= b^ -—4ac. А 被 称 为 一 元 二 次 方程 ax*+ bx + e 0(a x 
0) 的 根 的 判别 式 . 由 中 可 看 出 : 当 À >0 时 方程 有 两 个 不 相等 的 实数 
根 ; 当 A =0 时 方程 上 两 个 由 等 的 实数 根 ; 当 A < 0 时 方程 没有 实数 
根 .反之 也 成 立 . 

一 元 二 次 方程 的 根 的 判别 式 是 关于 方程 的 系数 的 一 个 代数 式 ， 
有 关 项 的 系数 在 方程 化 为 一 般 形式 后 方 可 确 害 ， 


B 题 wu _ 


£4 1 解 下 列 关 于 x 的 方程 ; 
(D(al- Dx + (ay2- 1) = a?(a? x +1); 
(2) x? -2(a? + bx + (a? ~ b2)2 =0. 


分 析 (1) BELEIEN 
а(а-1)х7-(2а5—1)х+ ala +1) = 0. (D 
这 个 方程 是 不 总 于 二 次 的 方程 , 当 «20,1 BJ, P XU EE 
别 解 得 x 205 x22.7$24:0,1 时 ,由 为 二 次 方程 ,进行 因 式 分 解 ， 
中 得 
Lex - (a +1)]*[(a - Dx- a ]= 0, 

解 得 a 223, жт. 

(2) R27; ,可 得 

х (а + 2012 = (а 6)? - (а ~ b2)2 dah, 

Вр х- (аж b?) = +2ар, 
Bre xj2 (а + 5)2, x; = (a - b). 

ЖАК A 3 , WI 

A =4(а?+ PY - 4042 - PY = 16a? 7, 
运用 求 恨 公式 得 
х=а 4b r2ab = (а + 6). 
注意 到 {a 52) 2 (a bY (a - 5^ A Ыз, ЖУЛ ЖЕН] ЛЕ 
[x-Ca- b*][x - Ca- 5)?] 20, 

Ш х= (а+ 0), хә = (а bP. 

例 2 已 知 关 于 % 8602: 337 + 2ax — a° 2 0 825 1, R 
BJ A. 

HS l 1 FEE 3x2 + 2ax — a? = ОН), й 


3x1 +2ax1- a? 20, 


Bp a? 2a - 3-20, 
X n] Л 7] {(а-3)(а+1)=0. 
Aasias- – 1. 


а = З ЕЈ , RAA 3x? + 6x — 9 = 0, 45 x = 1, хә = — 3; `i 
а= -1Ф,Ж #58 3x - 25 一 1 =0, 解 得 x3 = l, xa = -i. 
2 


所 以 ,方程 的 另 一 要 是 -3 或 - 3 ， 

例 3 EG, - 19) -9D = p B r, 和 ғ, OK p E 
(x-rix-rn)--p B) sp SCR . 

分 析 (x-19(x-97) = p 是 一 元 二 次 方程 , 因 nr. n EEM 
两 个 壬 根 , 故 

(х-19)(х-97)-р=(х-гу)(х— r.) 20. 

进而 知 (х—г)(х—-ту)+р=(х-19)(х -97), 
可 见 19,97 为 方程 (x - rx гә) + p =0 BBB SCR ,19 为 所 求 . 


例 4 BA a EJE +a- looi ok lug. 





Я nad XX 2а 10,0 а=. FEA 


а?—1_(а-1)(а“+а+1) sati atati Atl g 
а-а ala-l)a+l) - ala+D ` ажа 1 — 7 
4 


例 5 已 知 二 次 方程 а + bx + c = 的 两 根 和 为 S, ARES 
和 和 为 5, ,两 根 立 方 和 为 $4, ick азз + hs, + c] 的 值 . 
解 ” 设 方程 的 两 根 为 x ,x2, 则 axi + bx, + c =O, ахі + bx, + € = 
0, 于 是 
as, + bŠ, + cs] 
= а(х} +х3}+ blax? + cxx) + e( xi + о) 
= { ax] + b xi + суху) + (ахі + баз cra) 
= дубах + bx) 6) + хоб ах? + bxy + с) 
= 0. 
#6 Ср U DI Ë А? + az + b =0,x2 + ex + d=0 有 -- 个 
АҢ 1 ,求证 :二 次 方程 x + HUN 1. 
分 析 因 1 是 方程 x*+ax+b= "к tex d = 0 #J— T ДЖ 
1 , 故 





l +ai1- b= 0. 
] + c+] + d = 0. 


eo 


Qe 219 
2+ (а+ c) (b 0) =0. 地 
dk ! 为 方程 2. $264 25 „о 的 根 ,只 须 证 明 


TRA d 


2 
L-75 2 


ERG, Ф), А) АУ. 
0017 已 知 方程 
x- (a+b)x+ (a «28 -2b + 1)=0 
有 两 个 实 根 , 求 a,b HHE. 
BL ЖЕК, 
A=(a+ b? -Ax (a «20 -2b + 20, 


Вр a! + ЗЮ -2ab - Ab +20. T 
н (a-b) «2(b - IY «0. (à) 
ЊО) a-52zl. 

例 8 EAA, B,C 不 全 相等 ,求证 ;三 个 二 次 方程 Ах? + 2 Bx + 


C=0, Bx? +2 Сх + А = б, C! + 2Ax + B=0 不 可 能 都 有 等 根 . 
分 析 ”考察 反面 情形 .假若 三 个 方程 都 有 等 根 , 则 
4B? - 4AC = 0, 
4C^ — AAB = 0, 
44^ – ARC = 0. 
二 式 相 加 可 得 
А?+ B° + С - AC - AB - BC = 0, 

可 变 为 (A- B + (B- CP «4 (C- AP z0 
于 是 A= B= С, НЯ. ЕСТАЙ ДИМ. 
Bo Е а, Р.с 为 起 数 , 且 方程 

4 


e xŠ + (a -b — c2)z + = 
没有 实数 根 ., 求 证: 分别 为 c,bc 的 三 PEN 上 三 角形 . 
лїї КЕИ, л «0, E 
(a? — b? - e? Y! - Ab! c* 
= (a Б? e? «2bc) (аё -  — е? - 2he) 
-[a^-(b-eY]lbla*-(5 c) 
= (2+5 - с)(а- В+ с)0а+дъс)(а- 6-с) «DO. 
(D 
A^UBEamxbhb»0,amc0,MHarc»b.arb»c,atbetc 
0, 故 由 中 可 得 5+ c> a BEER, DIRA a,b,c 的 三 条 线段 中 ， 
任意 两 条 线段 之 和 大 于 第 三 条 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 三 角形 . 


一 填空 题 

1. b=a+e.ll|— Jü — IK Ë ax! + 和 Tes0 必 有 一 个 实数 
ЖЕ S ___ 

2.Ж m 是 一 元 二 次 方程 me + ix + a = 0 M fi Bi bana И 
一 个 要 是” 

3. 已 知 关 于 x PJ— zú IX Jr RE 

x + 2(т +1) х + (Зт +4тл +4n:+2)=0 

有 实数 根 , 则 3m «25? = 

4.ШЖ m, n 都 是 正 数 ， my + mx + 2n = 0 和 方程 x + 2пх + 
m =0 都 有 实数 根 , 则 + п 的 最 小 值 是 

二 .解答 题 

5. 解 方程 : 

(x? -J3x -42x +6 = 0; 

(221442) x? - (3 42) +42 = 0; 

(30 = 4У3) 2 - (2 -/3)« - 220. 


6, 证 明 方 程 (x ~ a)(x -A =1 有 两 个 不 相等 的 实数 根 . 
7, 若 关于 x 的 方程 
x* 42(1 a)x + (3a? + Aab +482 + 2) = Ü 

有 实数 根 , 求 a,b mH. 

8. 已 知 pip; = 204 + 92). 求 证 :方程 x!4 pix + qí = Ü 5j x° + 
рх + а 三 0 中 至 少 有 一 个 方程 有 实数 根 ， 

9.5 o20EH b»acc 时 , 试 证 方程 ax? + bx + c=0 必 有 两 个 
不 同 的 实数 根 ， 

10. E231 a b+ c=0,KiF b 4nc. 

11. f8 h fe 


(m? — n'a? - Amnx = m° — n°. 


| 、 y3 
12. EH r+ y+z=0, хуг 1, KE: x,y,z 中 必 有 一 个 大 于 方 ， 


PH BAERE 


知识 点 和 方法 述 = 


L 如果- 元 二 次 方程 ax? + bx + c = ОЙЛОШУ ху, хз, х, 
exo D auo DEBIT GC 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 , 称 作 
Tu B. 

his PHA am ЗЕ Sé. 如果 X). X3 满足 x | + X> = — š, х5 = 
MEA хо 是 一 元 二 次 方程 ax? + tx + c=0 的 两 个 根 ， 

2 有 关 一 元 二 议 方 程 . 韦 达 定理 的 应 用 十 分 广泛 :可 用 于 判断 一 
元 二 次 方程 实 根 的 筛 字 ;可 用 于 已 知 方程 及 方程 的 一 根 求 男 一 根 ; 可 
用 于 求 作 以 两 已 知 数 为 根 的 方程 ;可 用 于 求 与 一 元 二 次 方程 的 根 有 
关 的 某 些 代数 式 的 值 等 . 其 中 不 解 方程 求 与 两 根 有 关 的 某 些 代 数 式 
的 值 常用 到 下 面 一 些 关 系 式 : 

xid х2 = (51 + хз)? —2X 155 
(x,- хз)? = (x) 十 —4хух); 

I Í _ XI + Жу, 
Хр 32 2152 ° 
x (xp z3) 22153. 
х5 (хүх;}* | 


2} + ij = 【xi + хз) xi — xix3 + xi) 


] ] x? + 
>+ DEP 
2 2 
1 ХІХ 


х х2 


zt x DG) - 323135]. 
З.А БАА RTL RE — л. K лут SKOR S: 
对 于 方程 ax2+ bx + c20(az0), 


AzmÜ,- = »0, "m 2 <0 二 方程 有 两 正 根 | 


A>0, Š »0,2 202 ЖЕНИЛ, 


a 


A »0,5 < Ü 或 ac < Oz r R PUMA RS. 
py m W i | 


BEI BEF r 的 二 次 方程 2x2 + ax - Za + 1-018 T CHR 
的 平方 和 为 7 4 R a ВИЙ. 
分 析 GLORIA DS xou 根据 书 达 定理 ,有 





TE, 


xi + xŠ = (x, * x1) — 2x1 53 





依 题 设 ,得 
1002 + 8а 4) =7 

SUR а= -1 或 3. 

注意 到 л, x 为 题 设 方程 的 两 个 实数 根 , 故 须 满足 4>0. 但 a 
= 一 11 时， 

А=(- 1)? + 16х(-11) -8<0, 

а= З,д>0. а= 3. 

例 2 WE, ру + { = 0 НЕЕ 2+ 2g +-ур 
= 站 的 两 根 大 1, E r fé x2 + +dg=n0 的 病根 之 差 与 方程 x3 + 2) qx + 
+ p =0 的 两 根 之 差 相 等 , 求 这 两 个 方程 的 解 

3 


R ШЙ 2+20 p0 RRRA ap ME C ре + 
q =0 的 两 根 为 a + 1,8+1. 根 据 书 夺 定理 得 


«+Ё=-2 Ф 

ой = сур, 2 

(а +1) + (8+1) = р 9 

(o + DCB + 1) = q. @ 
由 四 ,地 得 2aB a € B42-0. © 
H D , 48 298 -3(o + 8) +2 = 0. (8) 
H), (048 а+В=0,08 = ~ 1, 


а, В ИВАН, - 1 或 -1,1. 进 而 得 方程 x*+ pa + q = 0 


的 解 为 0,2; 方程 XT E -0 的 解 为 上 | 
з BA a p 是 方程 x*-7x+8=0 ИН, Н o > 8. 不 解 方 


IEEE 
E 根据 韦 达 定 理 ,可 得 a + B= 7, n = 8. T JE: 
a+ = (a + В)? ~ 208 = 7 -2x8=33, 
(a- B) = (а + BÓ - dag - P -4х8 = 17. 
Ха> 8, a - B= У 17. 
e D B= $ +347, 则 


2 Kaa ge 2620030079 gn 


даВв2 2424 
a 


2x7 _ 403 
^ +3 x 33 = 4? 


А-В M 3a? = а) 3(8- (e) 


I 


-( OUS +38+а)15 -VTE +3х7) 
85 / 17 
4 + 


两 式 相 加 ,整理 得 4 = + (403 — 85 / 17). 

Bia KE: AR x- a)r- a-b) l AMTEAR, IEH 
中 一 个 大 于 &, 另 一 个 小 于 е. 

分 析 证 遇 方 程 存在 两 不 等 实 根 并 不 图 难 , 难 在 直接 证 明 丙 根 
ху, хэт < хэ) AL. хүс Q. X > d. 为 此 ,尝试 转化 :将 | - 0.X5— 
a t OHITA MER. S x- a = y, Id En [EN 

убу b)z1, 
n y - by -izQ0. (D 

因 А=Ь%-4+(-1)=5+4>0, 

故 方 程 由 有 两 个 不 等 实 根 уу, yz, 根据 书 达 定 理 уру <0. PARI y 
< уз, TA зуе a = vi <0,x; — a = yy > 0, BH x, < a, x> > 4, 原 方程 
疗 在 两 不 相等 的 实数 根 , 其 一 小 于 a TRACT а. 


5 = at+3a+1=0.52+35+1=0, 求 过 + 全 的 值 


解 а= Baik а= в 3505 etat a, 
Gaz b KERALA a,b Л Жз? + 3х + 1 = ОНЕ, ЕЕ 


КЕЛ Н Ж a+b -3,ab = 1, P E 
b <a жа? (а+0)2- 20р (-3) -2x1 


a h a ^ аЬ 71 = 7. 
[6 BH а=6- b,c = ab -9.ЖіЕ:ас= b. 
uERH (KE 

n + b =6. 

WM 


根据 韦 达 定理 的 道 定理 知 , 以 ez 为 实数 根 的 关于 * 的 一 元 二 次 方 
程 为 
x^ - Tx c5 +9 = 0, (D 
此 时 A=6 -4(c 49) = - Ac^ 0. 
М с=0,Н A = О. BH r EROR HIH LT a= b. 
10 


#17 ЕЖ р, о, г 都 是 下 数 ,求证 :关于 x 的 三 个 方程 :x* — 7 8 
x d z0.x gx + * =0,x -vr + 7 = 人 中 至 少 有 一 个 方程 有 两 
个 不 等 的 正 实 数 根 . 

分 析 ” 先 退 -~- 步 ,从 反面 零 虑 :假设 三 个 方程 都 没有 不 等 实数 
В, BI 


Ау=р- 3 60, (D 
À; = 4-7 =< 0, 2) 
A3=r- «0 D 


二 式 相 加 ,得 
ipte ғ) x0, 
与 p,q? МИЛ Ii. SCR ih —- T ЛЖВ АНАРА 3E И. 
THERE x^ - рх + r: =0 的 两 根 为 x , xxz, 根据 韦 达 定理 ， 


有 ху") = г > 0, ЖН x, x [IR X x + a5 p 2 0, Ь/ xi, хә 
ХТ O. 

бк ТЖ, ЕТЕ — j y FE 38 AINARE. 

Bis iEXIIUR— TOT x 的 多 项 式 经 过 合并 同类 项 和 和 按 降 
R RFR OHS , 相 邻 两 项 的 符号 相反 ,我 们 就 说 多项式 在 这 上 陌 项 
НЯ ГК HEEL BU. YER SA a9 - x +2x* à x^ - 118 
S Kit AR. ТЕУ — 2 a|; Ж—,=л B|; {ЕЯИД .五 项 
之 回 . 

定理 ;在 关于 x 的 二 次 方程 ox + bx +e =0(a,b.c JéS Lau 
0) 的 左边 : 

(1) 如 果 没 有 符号 变更 , 则 该 方程 没有 正 根 ; 

11 


QO) RAS — UNE УЛЕШ ‚ИШЕ Fe КАЕ; 

GLRA AKI SÆ ur LM] papa IESUS PUT IER. 

请 你 证 明 这 个 定理 ， 

ШАН 不妨 设 a0, 

(DRA AIER г> 0, АЈ] 

at^ + bt + c = 0. q 

因为 没有 符号 变更 , 则 b um0.c m0. 有 ag + b + e > 0, ħ 507 
B, PTA AERA IEN. 

(DER ca0 ТРД, e» 0, 4 b>0BFI,W 4 PSA; 4 b < 
ОВК БАЕТ EB. 

# с= 0, b «0, Jr ETE ax? + bx 20,8 xi =0,x;= - 2 > 
О. EMER A Fe — FARRER. 

# с <0, 则 一 < 将 ,此 时 方程 有 一 正 一 负 根 ， 

收 有 一 次 符号 变更 , 则 该 方程 有 -- 个 正 根 

(3) 假 谤 方程 有 一 正 根 , 则 另 一 根 为 0 或 负 根 ,有 


C 
q 782 xD. 


因此 c 专 0, 与 有 两 次 符 与 变更 时 b<0,c 2 02F ÉL BTEUBS PRXTER 
TEN, BERA ERRARE. 

例 9 [X AABC ЛЕЯ ЭБ а, b,c, H e> b>e,2b= a+ 
c,h HERM, A a? + b2 c = 84.26 b 的 值 . 


E kii, A 
a+e=2b, D 
a^ + b° + e? = 84. (2 
OEA 
(a4 c) -2ac = 84 — c? — b°. 
ОК AQIS 
ас = 下 元 对 由 
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We AGE Em e XE, HOD. CORTA ae 是 关于 x 的 一 元 二 
次 方程 


2 _ 
2-2 425 283. 


2 
的 两 个 不 相等 的 正 实数 根 . 
注意 到 b ЕН 
2 
À 24b) 4x >, 


2 
5b 840. 


可 得 16zz b «28,84 5 = 5. 


一 、 填 空 题 

І. (т +3) -2тх+ m- 12 07 —IEIR ,— mR, H f RS 
的 绝对 值 较 大 , 则 整数 т 的 值 为 

2 .已 知 方程 x2 + 5x + k ZO 的 两 根 之 差 为 3, 则 下 = 

3. 已 知 方 程 xz2- (k +1)x + k + 2 = 0 的 两 个 实数 根 的 平方 和 等 
T6,N]&k- — 

4. X: Eb x? -2ax + 4а -3=0 的 两 根 均 大 于 1, 则 a 的 取 值 范 








围 是 





5. 若 方程 3x2+ (k -4)xz+-4=0 的 两 个 根 互 为 相反 数 , 则 上 
6.91 а? + 2а - 1 = 0, bt - 2 - 1=0, А 1 — ар? = 0, B 
2 2 2001 

— 2 Ms 

二 、 解 答题 


Т. a,b HY x° + px + 1-0 HAR, с, d 是 方程 x* + gx + [ 
13 





=0 的 两 根 . 求 证 :(e - (b - (as d)(b + d) = q? р?. 

.已 知 关 于 >x 的 方程 x*- ax + a = 0 8 — “E 3 H а, B. 3KUE: a 2 
€f la + B). 

9. 已 知 方程 x+ bx + c =Ü Hj a^ + x+ 小 =0 分 别 各 有 两 实数 根 
xi X? 53 xj,x3, Н хурхо >б,хүх› >0. 求 证 : 

(Iz, xs xi, xo HAHA, 

(2) -—1= e= b + 1. 

10.35 a, Ж х -3x +1= ОВ, tE E r EE x° — px? + q 
=0 的 两 根 , 试 求 p, 的 值 . 

П. a.b 是 方程 x* -3x+1=0 的 两 个 根 ,c,d 是 方程 x* 4 
+2=0 的 两 个 根 ， H 


a N b + C + a 
b+e+d c+d+a d+a+b а+ф+с' 








B = 
КИЕ: 
2 2 2 2 
a b C d _ 15. 
Üylerd'ecdea!dsacb'ascbec P 7; 
a` ñ b^ + c ñ d? 
ф+с+4 с+й+а d+a+5b a+b+e€ 


12. BME- с) = (a - BYCe - a) EN: b+ с - 2a. 





= 498 - 68. 





(2) 


l4 


第 三 讲 ” 整 系数 一 元 二 次 方程 


L 只 要 将 方程 所 边 同 乘 以 一 个 适当 的 数 , 有 理 系数 方程 都 可 以 
转化 为 整 系 数 方程 ,因此 ,我 们 常 将 有 理 系 数 一 元 二 次 方程 转化 为 束 
系数 一 元 二 次 方程 

2 .整数 根 的 问题 是 有 关 整 系数 一 元 二 次 方程 的 一 个 重点 . 常 需 
要 多 角度 .全面 地 思 竺 问题 ,灵活 地 运用 方程 的 判别 式 . 韦 达 定 理 以 
及 整数 的 各 种 性 质 . 


例 дй m ut 


#11 车 m,n 为 有 理 数 ,yn 是 无 理 数 ,m +x nn 是 有 理 系 数 方程 
ax” + bx + c = 0( a 0) [FI — HR. uEBE m - 4 也 是 这 个 方程 的 一 个 
根 . 

证 明 Н meni fax + 站 +ce=0 的 根 , 故 

a(m e n) + b( m e n) + c =0, 
ҢІ (am? + ап + bm + c) + (2am + bN n = 0. 
由 于 а,Ь,с, m, n 都 是 有 理 数 ,yn 是 无 理 数 , 故 
(m rms bm + c = 0, 
дат + b = 0. 
进而 可 得 
a(m —/nY + b(m-Vn)+e 
= { am? + an + bm + c) - (2ат + b п 
=Ü, 
这 表明 m -vn 也 十 方程 ax?+ bx + e = ОВ. 


例 2 局 央 为 正 整 数 时 ,关于 x 的 一 元 二 次 方程 
2x? - Bnr + 105 — n2 + 35n — 76-0 D 
的 二 根 为 素数 ,和 解 此 方程 ， 
解 ” 设 方程 中 的 二 根 为 a ,8. 根 据 韦 达 定理 ,有 


a+ ё = Dn ans. 


因 a.B 为 素数 ,日 44 -5 为 奇数 , 故 a p h —T EB. 
将 2 代 人 方程 中 得 
2x2— Bax2+10x2- п? + 35п - 76= 0, 
ИП n? — 19л +48=0. 
解 之 ,得 n; = 16, п = 3. 
M alih, DEX z2- 59x + H4 20, 18 ху = 2, x, = 57; 4 
nz 二 3 时 ,由 变 为 x32 -7x 41020,8138 x 22,2, = 5. 
з йт 为 整数 ,月 4< m<4 和 ,方程 
x! 202т - 3)x c4m? - 14т +8 = 0 (D 
ABATER m 的 值 及 方程 的 根 . 
解 ” 设 方程 由 的 两 个 根 为 xi, x. 
xXj1,27-72m-—-3t£z.2me«l. 
m 是 整数 xs 为 整数 根 ,因此 2m + 1 为 完全 平方 数 .注意 到 4< m 
< 物 , 即 98<2m+l<8l, 目 2m+1 9, 2m + 1 = 52 gË 22 RE 
m = 12 ik 24. 
当 m=12 时 ,方程 号 的 根 为 x = 16, x; = 26; 
当 m=24 时 ,方程 俯 的 根 为 x = 38,x,= 52. 
B4 В у= пх + уке, Н х= 1, у= 0х = -] 时 ,y 为 偶 
数 , 求 证 :方程 
x^—-(aebte)xab4 bez (D 
有 网 个 整数 根 . 
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证 明 方程 由 可 变 为 
(x- bi(x-a-c)-0, 

М x = b,x = а + є. 

КАЙТУ, nf la + b +e =0,a Въ c У, 52 25 为 偶数 ,2(a 
+ 0) 为 偶数 , 即 5,a +c 部 是 整数 ,所 以 原 方程 有 两 个 整数 根 ， 

例 5 ik XA sU UXPRECE —1)х°—- рх + k =0 AM 
AER ROR R Arm e d) pe k* ZB. 

S AA k EERS, (Е 1) px + 六 = 人 是 一 元 二 次 方 
ВЕД k-10, AE 2. 

设 方程 的 两 个 正 整数 根 为 xi 和 x;, 由 韦 达 定理 得 

一 一 ， Ф 


k 
+I =+ ү (2) 
HOS ix =1+ 17. (3) 


由 于 ал, л; ЕВ, Д, X E 2, PA EL 18 LR k= 
2.1% AG хух 2 2. BITTE ох 与 x, 只 能 一 个 为 1,20 — 71 29 
?2, 代 入 中 得 p =3. 所 以 
Ij p R) + p* Е 
= 22x3(3° + 22) + 32 + 2° = 1997. 

B6 i ;qx-i120BI—TIRA SEDE x + px — 1= 0 B 
两 个 根 的 五 次 方 ,p 为 正 整 数 . WEH p,q 不 可 能 都 是 素数 . 

分 析 若 pP=1, 则 靖 不 是 素数 ,命题 成 立 ， 

# p>1, 则 p 为 素数 或 合 数 , 设 a ,8 为 方程 2+ px 一 1=0 的 两 
А Ж BE а>. 00 是 方程 а + gx -12 0 的 两 个 根 ,根据 韦 达 定理 ， 
有 . 

а+@=-—р. 


а= - L, 
R =l- ра, 
P=1- m 


于 是 .可 得 
BP = аа + В: В 
-a(1- ра) + B(! р)? 
= (а + 8) – 2p(a + BP) + p?(a? + B°) 
= (9+8) – 2р[(а + 8)? – 208) + р[ (а + BY – Зав (а 


+8)], 
进而 ,有 

-q= -p-2p(p'+2)+ p'(p! - 3p), 
化 简 得 q=p(p*+5p' +5), 
HA 9 为 合 


例 7 BA АЕ, AT ТК 
дъх +10= АЕ 1) 
有 一 个 正 整 数 根 , 试 求 此 整数 根 及 上 的 值 . 
Ж 原 方 程 可 变 为 


x -x4l10—k(k—1)-0, D 

则 Az1l1-4[10- k(k-1)] (2k - 1 - 40. 
因 方 程 山 的 一 个 根 为 整数 根 , 故 4 是 一 平方 数 , 设 

(25-1) - 40= m° 2) 
( m > 0) , B прау 

(2k — 1)2- m? 240, 
НП {(2&Ё-1+т)(2&Ё-1- m) = 40. 

注意 到 2k-1+m,2k -1- m 只 能 是 具有 相同 奇偶 性 的 正 整 

数 , 且 


4O=ix40=2x20-4x10=5x8, 
2k—-]+m>2k-1- m, 
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2k -— 1+ m = 20, 
a MEME 
2k — |+ m = 10, 
ш MEME 
karte al a. АНИСА ОЕ HEB 41. 


FT, Еб, HEKER 44 k = 481,2 ERES 
TUR 1. 

例 8 设 p 是 不 大 于 100 的 整数 , 试 求 方程 x* — px + 2^ = 0 B5] 
EER У p ТИН. 

分 析 HX. Л = рг – 4.2100, 8591р 12264. 8 a 为 方程 一 正 
整数 根 ,根据 书 达 定理 可 知 方程 的 另 一 根 8 也 为 正 整 数 根 ,p AEE 
数 , 所 以 p>64, ҖЕН aB = 29] a, 2 1973 2 ПОЗЕ, КЮ a 
-2,.822'G,t В) ЗЕ, sa), M) 2^ 100, B 16, РА s> 
4. 

M 1=6BF,; =4,а 22^ 216, 8 =2 = 64, p = 80; 

M rzs5iif.s-5,as B = 25 = 32, p = 64. 

јо 求 使 * HAR atle (a? Dx 42a? - 62 OH SEE 
根 的 所 有 整数 а. 

解 (1) 当 a = -1 时 , 原 方程 化 成 -2z -8-20, 8 € TIR х= 
- 4. 

(2) 当 ag = 1 BJ, 

A=[-(a2+1)]2-4(a + D(a? - 6) 
= —7a* - 8a? +2a2+ 24а + 25. 
当 a >2 Bf 
A= – (7а? + 80 – 2) а? + 24а + 25 
< – 42а + 24а +25 = – 84a + 240 + 25 
= ~ 60а + 25 < 0. 
M a= -2 В 


= — (7a2 + 8a — 2)a2 + 24a + 25 
= -(71al? - 81al -2)lal? -24l al + 25 
= - [J]4lal - 8101-21112 -24 ai + 25 
= – [6lal -2]lal? 24181 +25 
~ 101412 -24l ai + 25 < 0. 
HOH UOS RB EUR La ALTAE - = a= 1.5) a = 0 
或 1. 
当 ga =0 时 , 原 方 各 化 为 x* -х—б=0,хр= -2,2;-3. 
M a= 1 时 , 原 方程 化 为 2x* -2x 一 4=0,xi= -1,.xz=2， 
ЯВ ЕЖ, а 为 -1,0,1. 


— HFE 

LEF HEREDE + ax + 了 =0 的 一 个 根 是 2 (3, 0) 
a+ b= 

2. ЖЕМ» а)(х-8)-1= 0 有 了 两 个 整数 撒 ， а= 

3.3 р.а 都 是 正 整数 ,关于 x x 的 方程 了 pe? - + 4% + 1993 = = 0 ff 


BPA PB a 2р + g = 
4. 已 知 方程 xv” + px + g = 0 的 两 根 为 非 零 整数 ， p + q = 198, 则 





р = 





二 、 解 答题 
5. 已 知 二 次 方程 e - px + q =0 有 两 个 整数 根 ,如 果 с 是 这 两 个 
根 的 公约 数 , 试 证 е 也 是 p,g 的 公约 数 ， 

6. 证 明 方 程 x^ – 2px + p^— q^ 4 2qr г = 0(p, qi r 为 有 理 数 ) 
的 根 为 有 理 数 ， 

1, 对 于 任 一 有 理 数 m, 大 为 何 值 时 ,方程 

42 — 4тх + 4x + 3m2 - 2m + 4k = Q 
20 


BARLE A A PB SK 

8.iX a,b 为 任意 给 是 的 整数 , 试 证 明 方程 x* + 100x + 55 4 3= 0 
A ox + dJO0ac5b-3-20 КУБО. 

9.3; HE x^ 29x +20 2 0 ЗЕ М,Н 9 为 奇数 .求证 此 方 穆 
从 有 有 两 个 无 理 根 . 

10. 求 所 有 的 实数 下 ,使 方程 kd + (L+ 1)x +(Ё&-1)=0 РИН 

H.E m,n 为止 整数 .二 次 方程 4x?+ mx ъп = ОАО 
pg. H p< q, ШЕЯ x? — px + 2q = ОП x2 — gx + 2p = 0 AAA 
№, 

(DD) 求 它 的 公共 根 ; 

(2) 求 m,n 的 一 切 下 整数 对 (m,n); 

(3)#r p. 均 为 有 理 数 时 , 求 方程 x^ — рх +20 =0 的 另 一 根 . 

I2. 一 直角 三 骨 形 的 两 直 骨 过 长 均 为 整数 , 朋 为 方程 x* - (m+ 
2)x +4т =0 的 根 , 试 求 m HARRER ЯЕ. 
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第 四 讲 ”可 化 归 为 一 元 二 次 方程 的 
万 程 ( 组 )( 一 ) 


A) їл wm 和 万 法 述 € 


1. 通 过 因 式 分 解 . 换 汇 等 方法 可 将 基 些 特殊 的 高 次 方程 化 归 为 
二 次 方程 求解 .观察 分 析 方 程 的 结构 特征 ,灵活 地 变形 是 实现 化 归 的 
RTTE. 

2. 由 一 个 二 元 一 次 方程 和 一 个 二 元 二 次 方程 组 成 的 方程 组 均 可 
用 代 人 法 求解 .各 两 个 二 元 二 次 方程 中 的 一 个 可 分 解 为 两 个 一 次 方 
程 , 则 可 化 归 为 前 面 一 种 情形 . 

对 于 两 个 二 元 二 次 方程 组 成 的 方程 组 , 若 二 次 项 系数 对 应 成 比 
例 , 则 可 加 , 减 消 元 ,得 到 -个 二 元 一 次 方程 再 与 其 中 一 个 二 元 二 次 
方程 联 立 : 知 某 一 未 知 元 对 应 项 的 系数 成 比例 , 则 可 利用 加 ,. 减 消 元 ， 
得 到 一 个 一 元 二 次 方 各 , 先 求 出 另 一 未 知 元 ; ki 二 次 项 成 比例 ,由 
可 利用 加 , 减 消去 非 二 次 项 ,得 到 一 可 分 解 的 二 元 二 次 方程 (否则 无 
Ж). 

一 般 地 , 解 二 元 二 次 方程 组 时 ,应 先 把 方程 写成 Ax” + Bxy + Су? 
+ Рх + Ey+ 了 =0 形 式 , 对 齐 同 次 项 ,以 利于 观察 ,比较 分析, 解 题 
的 基本 思想 是 消 元 、 降 次 НИП. 


例题 精 Vi 
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(1)(1 + x2)2 = 4x(1 - x2); 
(2)(2x2- 3x +1)? = 225 335 +1. 
8S (D) Hf» 
(1- x2 - 4x(1- 32) 4 482 = 0, 


ЁШ [(1-x2)- 2x]^ = 0, 
所 以 х°+2х-1=0, 
解 得 ху = -l1-42,x,2 -1-42. 

(2) y f£ n] zz Jy 

(2x^—3x + iP - 110252 - 3x & 1) + 1020, 

Н [(232- 3x € D) - L][ (22 - 34 4 D) - 10] 20, 
所 以 (252 .-3х)(25+2-3х-9) =0, 
HII х{2х-3)(2х+3)(х-3)=0, 
改 原 方程 的 解 为 e = - o0 За, =3. 

例 2 解 下 列 方程 ; 


(D(x + x +1)(x°?°+ x +2) = 12; 
(2)(x^ + x -2)05 + (2x? - 5x € 3)! = (3x2 - Ax +1). 
f (DUxe-x-12y,Wlgi7rfin] 3525 
y(y 12-212, 
Bil y *y-12-0, 
解 得 y= -3,Y;= -4. 
H y =3 得 x*+x+1=3, 解 得 xj = —2,x = 1; 
由 y=4 得 x*+x+1= -4, 即 х* + +5= 人 0, 此 方程 无 实数 根 ， 
EIE, BAARS x1 = -2,x2=1. 
(DA A= x3 x - 2, B 323 -5x+3, 则 原 方程 可 变 为 
42+ В?=(А + В), 


化 简 得 “ AB =0, 
Bil (= + y—2)(2⁄2-5x+3)=0, 
EN (х+2)(х-1)(2х-3}(х—1)=0. 
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НОЛГО х= 221-5. 
例 3 EJ Pe: xt IÍ (x — 433 = 626. 
分 析 ”直接 展开 求解 难以 进行 , 进行 平均 值 代 换 ; y = 


à tz- -ax-2,.H7j feu] AE 
(y +2) (у 2)! = 626, 
{ЕКЕН ЕАН, A 
+*+ 244^ — 297 = 0. 
即 5? +33)( > - 9) = 0. 
IN ү2+33> 0, A у2-9= 0,4 yz +3, Р xy #5, xs - I. 
深入 观察 ,可 发 现 原 方 程 即 
хк (х - 4) =5* + 14, 
不 难看 出 x =$, -1 是 方程 的 根 . 且 是 仅 有 的 二 个 根 ， 
Bla 解 方程 :2 和 -9x lAs? - Or +2 = 0. 
解 显然 *=0 相 是 启 方 程 的 根 , 因 此 ,可 将 原 方 程 两 边 同 除 以 
NECS 
2x!-9x + 4-9. TE ; 
Bi 2012555) 9G e D) +140 © 


% yart W ahlat OTEA 
X 
25 -9y + 102 0, 

a 3 
解 得 y=2.y2= 3. 

Чу#2{,х+- #2, E medi 

a 5 ] 5 2 | 

у= М, ха = EË аз= > xa = 2. 

ДРВО, ЖОГЫН Ару 1,2. 
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注 КЛР ЕНЖЕЛ, Ж g B FSB] r ЗЕ 
距 芍 两 项 的 系数 相等 ,或 都 互 为 相反 数 ,这 样 的 方程 称 作 倒数 方程 . 
这 里 所 说 的 首 项 是 掺 方程 的 最 融 侈 项 , 居 项 是 指 方程 的 常数 项 ( 缺 项 
要 空位 ). 自 项 煞 为 奇数 ,中 间 一 项 看 作 是 与 首尾 等 距 的 两 项 .本 例 反 
映 了 解 倒 数 方程 的 一 种 车 要 方法 . 

例 5 FE x° + ax + b SOCRATIS BJ SK B. K UE : Jy (4 
+a + (b -2)x -+l=0 有 + 个 不 同 的 实数 根 ， 

Т Bann 分 别 是 方程 x” + ах +8=0 的 两 个 不 同 实数 


Xi 十 X> = 一， 
根 ,由 韦 达 定理 得 | 


则 xr в СЬ 2) 2 ах +1 


= д (хр x, )x2 (x xj-2)x + (x + x) +1 


x|£5- b. 


=(x?2- 1Y- (x) + x>)x( x? — 1) + xi x+ 52 
-[(x*-10)- rixli ir- 1) — x xx ] 
-(x*—xux-lx-—xux-1). 
方程 x` + av -(b-2)&8 -ax += ОЛ 
(x!- xix - 1) (2 - x5x - 1) 20. 


现在 只 须 证明 下 列 方程 式 的 实数 根 各 不 相同 ,对 于 


xt- xix - 1-0. (D 
及 x?- хох — 120. 9) 
由 判别 式 A,-7 xt+4>0, 


A; = ху +4>0, 

若 它们 分 别 有 不 辐 的 两 个 实数 根 , 且 因 x 与 x, 不 相同 , 故 方程 四， 
名 的 根 各 不 相隔 ,事实 上 , 蔡 方 程 Q), 信 有 相同 的 根 xo, ШИ ха - ухо 
-1=0,xi 一 x2x0 一 1=0, 两 式 相 减 得 xax ~ ху) 20, BÉ SR xa O, BT 
LÀ r (= xr X Ej x1 半 x 于 盾 . 故 原 方程 有 四 个 不 同 的 实数 根 ， 

分 析 二 显然 x =0 不 满足 x+ aw + (b -2)x2- ax + 1 2 0,Ëll 
x 关 0, 方 程 两 边 同 时 除 以 x^ 得 
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1+ ax (b -2) S «5 0, 
X x 
1 


+ 


S s- =Й на +Ь=0,@ = i, B = о. Н xc 


B ( x + а(х- Dy. 20. 


LiaB a-t an MOO MFA. 
16 解 下 列 方程 织 : 
352 41 =$, l 
a И 


x* + ay + у= 4. © 


af y =3, 
\ 
x^ 4ху + Зух = ~ 1. 


分 析 (С)Л ОВЕН 1и, 考点 先 消去 常数 


ДИ, 

D-Qx2í8 x! -2xy -3y = 0, 

Hi (x -3y)(x + y) =0. 

FE 原 方程 组 可 变 为 [2 了 xb. 解 之 得 
3 
6/13 6 v 13 
X; = 13 ' х) = > J3 ` [n7 W _ 2, 

24/13 |, _02/13_ ln= -2; ly =2 
у= 13 т 了 2 = 13 "' 
(2) 原 方程 组 可 变 为 
{+ 7n =s e 
(x -3y)(x - y) z- I. 出 
RR sey OB = 3 ron КАФ x =2, 
xi =2, 
x, = -2, 进 而 分 别 得 у= 1, у; = 1. Krems | 
| 一 £35 
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3,3 LV L 
例 7 sm РК?" 
x+ Y+ xy = 5. 
分 析 方程 华中 每 个 方程 都 关于 х,у 对 称 , 且 出 现 基 本 对 称 式 
x 十 уху, FERRERI: S x+ y= u, y= v, MEA EHRE y 
| u + wu = 5. Q 
u? + 3? Зир = 17. (2 
СААС 
17 = иа +в -3u = (ы + р) liu e Y 3ш ]-3шй 
S[5 -3u] - 3w, 
Rl ue = б. (9) 
AD BR." | 
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ху — 18у = 0, 


йв umm vt. 
Y 4 y^ — 20x = 0. 
分 析 注意 到 x,y АКК, НН 45 A ЖЫЙ, n] 


= Ü, 
尝试 设 y= ЕТИ ”是 方程 组 的 一 组 解 . 当 zz0 时 ,将 y= lz 
y = 
代入 方程 组 ,可 得 
| хр ky: — 18k? = 0, (1) 
x? kx – 20х = 0. (2) 
BO Ez 1,58 x 20,775. kh Du S 
_ IBk ; 
‚Эт e 


m s x = — 20 ¿D 





| + k 
HG CD н] (5 
18k _ 20 
L+K 1+ k2' 
alf k- 9k + 10 = 0. 
5x (Е 2) (42+ 25-5) =0, 


РИД у= 2, = -1 +46, = - 1-46. RADH у= k 可 得 
MN M |274 


93178; [4,224346; Ly, 22-346. 
О 解 方 程 组 
% + y +Z = 3, (1) 
КЕ (2) 
x” + y + Z = 3. @ 
E ЊО 
х+фу= 3-5, e 
BIOS (x y) -2xy23- zl, D 
出 代入 名 得 xy 2 z - 3z+3. O 
rhe, 5H x, y ж А mif] E 
m'-(3-z)m4 (zi -3z »3) =0 C 


БЕ ERE , 则 
А z(3-:)-4(2-3z243) = - 3(z - 1220, 
TAX z=1,A=0,#Ef X y = y = 1. 
x=1, 


M хус, Qt y. ннан» L, 


z=], 
Ж X 


一 \ 境 空 题 
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ПЛЕТЕ x А ОУН хх +х+а=0 5 x + ak +1=0 
Sd E AESSESORUR.NI a = _ 


2 2 _ д“ 
2 .方程 组 | 7 7 аео 


x + % 


M: s 

хү — 2“ = ] 

A, CLA х,у EEES, Н 
MAAA 
x^y + xw? = 880, 


M 2. у= 
二 ,解答 题 
= 
EXER 2 т, 
x+/3y=/n a . 
.已 知 方程 组 ( "ятан ACIER 
n 及 方程 组 的 解 ， 
7. 解 方程 2x4+ 3x? -16x*+3x+2=0. 
8. 和解 方 程 (6x + 7)(3x+4)(x+1)=56. 
9. 解 方程 Y 227352 +3х 443-120. 
10. 关于 a, b.c, d 的 方程 组 
а2 + 02+ e= d°. 
ab + be + ca = d*, 
+b +с= 4, 
这 里 大 是 正 整 数 , k WEAR , RRSRLCD FUE — 8 888; (2 16 4 
РЕН; (DEDA HAR, RE БУКЕ F W i Л ЕШ. 
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第 五 讲 可 化 归 为 一 元 二 次 万 程 
的 万 程 ( 组 )( 二 ) 


知识 点 和 方法 述 要 


V. 菜 些 窜 绝 对 但 方程 .分 起 方程 .无 理 方程 可 化 归 为 一 光 二 次 方 
程 求解 .在 化 归 过 程 中 ,仔细 观察 方程 的 结构 特征 ,从 全 局 出 发 规划 
FERE | 学 种 昌 .应 由 活 地 运用 拆 项 分 组 ,配方 {йл . 因 式 分 解 等 
于 段 ,改变 方程 结构 ЛЕ ЖЕ Jp ы; NONE LS Т] ЕЙ J PR. 

2. ЛВ. АУТ k ARK h ЖИ ИЕ Н ЕЕ 
1B REST, ОЕА B ДУ ЛЕН A C Je ЖА feina {Н B. 只 能 
ТИННИН Н ЖЕ UHR B А P XPE BRIEN 
PEJ ЖЕП] НЕШ БЕРИР IB М: (D BORSE rC rE WJ ARE Л ZR LG 
А РЕВНО TG. ТЕА. АБ; 2, Же, ERIPHR EET HUE .无 理 
Jr FEBR ; СОЯ Jr Pe BJ А BJ ЕЛА, Л E ЖИ Л f BJ Ht 
IR ZIEL PS , Bc AAR IN, Tes ЛД ЕНЕН OCURRE К.Л 
APER CREARE IS SS 83 ПТ КУХ Ta ol T EORR 
EITA IH. 


BI ж Ui 


DUI 解 方程 xlx1-3lx-jl=1. 
Bt MAEA 
xixiz3ix-1141. 
A 3Iix-I c E»0, хх »0, RAI x» 0, FDIH 
x!z3ix-lbl, 
HII x 5-1 z3lx- 1f. (2) 
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АР x^— 120, X x 250, А x m 1, nA 
x* -3(x - 1) - 120, 

ED x^ - 3x +2 20. 
HHT x | 21.x;-2. 

RO 通过 观察 Т, РИШ x BRI Pe Hy fB zs B] НТ ER S 
F A de e МА S m 2 86. 

й2 Wei. 5-5 22.63 

E ARRA 

(x-1)-2.(x-44)-8 (х+2)-4 (x £3)-6 























x +] x + x + 2 x + 3 
_8__ 4 26 
FI ут Та”! ж-з! х+3 
22. 1 4 3 
x+2 x+] xd х+3” 
. _ Xo __ x _ _ 
fk x!-3x 42 x2+ Tx + 12 
d -z >) =0 
OU +32 275127 


Br х= Оя x^ +3х+2=х*+7х + 12 E хр = 0, х= - 3. 


经 检验 ,x =0,x2 = - 3 均 为 原 方程 的 根 ， 

注 1 本 例 没有 直接 去 分 母 ,而 是 通过 先 分 离 出 整 式 部 分 的 办 
法 使 分 式 中 的 分 子 降 次 ,使 诛 方程 得 到 简化 

2. 通 过 合理 移 项 ,使 通 分 后 方程 两 边 的 分 子 相同 ,直接 提取 公 岗 
式 , 使 方程 剩余 部 分 更 为 简单 易 解 是 不 例 解 题 中 一 项 重要 策略 ， 


例 3 Ж ШШ x*+x+1= < 


xL x 
解 一 设 U + х = 了, 则 原 方程 变 为 y+1= 了 ,有 y *y-22D0, 
解 得 v, = -2,у - 1. 
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Fy -2BF,z2 + r= -2, 此 方程 无 实 根 ， 
H y=] x? x= 1, Вр x**+x+-1=0. 解 得 х= 14:5 ш», 
原 方 程 的 根 . 
解 二 ВЕТА ПАЈЕ х x),18 
(x + x) + x +1)=2, 
ИП (x+ x+ (826 х) - 2-0, 
(x + x +2) (52+ x - 1) = 0. 
解 x* + x +2= 0, ЯЗ. 
H x^-x-120,f8 x = == Is Š 
н = LESAR pg. 


#4 ionem (Box) cas 


x1 
分 析 анз аг REEL zp Baa „13-х ш 
х +1 xl х +1 
2 
ARA у, ху (z + y) = 42. iff у (кж у) = HEE ++ 


3-х - О 
= 上 = 13, 故 可 将 xx+y 看 作 一 元 二 次 方程 -135+ 科 =0 的 


xw m7, 


两 根 ,进而 解 得 | I ASE 以 下 不 难得 到 x =3+ 
Y= . 


x + =6; 

2, 23-4 xim 1,226. 
85 EO RSE:-x5x-1-2-9. 
解 ” 原 方程 可 变 为 

(552-1) - 1l (x -x 5r -1)=0. 

Ho — (/582-1-DG 532-1- D - x(6/ 833 21-1) «0, 
ev sa -1-06/532-141- x) = 0, 
diVsz-1-1-0f848 х = WER x= АСА 
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由 v 5x2 C l+1- r= 088 х= y BÑ x = _1. 

经 检验 知 x = 方 , x = - 1 BEER ЭТИ КОЛ МИН x = 
Jio 

a: 

9l 6 NUT ERU (x a) +4 (ха? 25v ха? (ag0). 

S Е 2-220, Kt ECC BERTA 


у i 
ү 522 +4 07725. Ф 


S tay, JEDEN y + = 5,19 у= 1, р =4. Н 


+ 





JEH =] ,得 a 20 УШТН, у = 1 应 合 去 


由 /8 a, ME х= 02а. 
A ES PE 足 原 方程 的 解 . 








7 3 
á Wm =. 2 1 У 0. 
解 ” 原 方程 可 变 为 
(/x-3)-2 (x-4y-Dr 
J| x—342 ` Sa A /x—4-1 =v 10. 
hi /x-3-2+/ x-4-l]= 10. 
Ell vVx—34vVx-4z 1043. a 
1 -1 
于 是 V/x-34x-4 1043 
RI Jx- x-Az 10-3. 2 
Q) + Qua мх З= 10, 


Br > - 3= 10. В x = 13. 
经 检验 ,x = 13 El Л EE. 
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例 8 解 方程 x+ 一 二 -一 = =, 
S] 12 





A W— Auth MÜ aty? = д^ + 六 ,与 原 方 程 联 立 得 


зу 
X — 
35 
Xy = j° Ф 
xl, ү? 252, @) 
ac 得 jene ys (35), @ 
Jd xy + Y = 12 - 


HOORAD 
2 
x^ y? +2ху ~ (5) =0, 


WB зу= ЭЙ зу= - ӘСӘ). зу = 2 DRE REREHS. + = 3 或 


+. lt 


х= 
经 检验 ri = 3 on = SICHER. 


519 EHEN x+3-4y x-1 eV x «8-6 x-l- 1. 
G GP ERES 
/(х-1)-4Мл-1+4+®/ (x1) -6/ x-l12921, 
即 М х-1-21+ 1 x-1-3121. 
ПАН EUR CA x 一 1 对 应 点 4 到 数 2,3 对 应 的 点 B.C 的 由 
离 之 和 等 于 1, 显 然 点 4 位 于 线段 BC 上. 即 2<v x 13, 18 5< 
© к 10. EUR /} ЖЕНУ АЛИ IE 5s x10 的 一 切实 数 . 


一 .填空 题 
1. 方程 r? - 20011x1 2 2001 HRA E . 


2, 方 程 1x +4x-51=6-2x 的 根 是 
34 


3 E xev -1=7 RRE 
47 2x+1+vx+5=6 的 根 是 O O 


5. A х l-lehi-l-.me 
6. 方 程 x 484 x -A- V 3x64 Зх + ТЕ OOO 
二 、 解 答题 
x^-1 10 
x^ 3x 
З. x + 2- x-2. 
она =з 
l itty yt = — 1. 
10. i$ a «0, 求证 关于 x 前 方程 上 + —1— +——у=0, 
(1) 有 两 个 异 号 实数 根 ; 
(DERAF -Ea MIRKT -$a 
J1.# X: F x 的 方程 /2x -4-v x+a=1 内 有 一 个 整数 根 , 且 
a < 30, 试 求 整数 a 的 大 小 . 
12. 解 方程 ; 


(1)—^— x 3.2 1-2 
x? 


— x+] ++] 











= 2%: 


2 
2519.314 
(93 = 5+ + 
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第 六 讲 ”一 元 二 次 方程 的 应 用 


1, 说 一 元 二 次 方程 ax2+ bx + c= 人 0 的 二 实数 根 为 ху, хо, ШК 
三 项 式 ax^- bx + c PARA alx- xix - x) ,特别 地 ,方程 二 实 
数 根 相等 时 ,二 次 三 项 式 为 а(х — x). Е A < 0 Ff К-И 
在 实数 范围 内 不 能 分 解 因 式 , 不 要 丢掉 两 个 因 式 前 面 的 系数 а. 

二 无 二 次 多项式 可 整理 成 关于 xf{ 或 y) 的 二 次 三 项 式 进 行 因 式 
分 解 . 

2. 可 利用 一 元 二 次 方程 及 可 化 为 一 元 二 次 方程 的 方程 如 某 些 分 
式 方程 .无理 方 程 解 实际 应 用 问题 ,其 步 又 与 一 元 一 次 (分 式 ) 方 程 类 
КО. 注意 检验 所 求 根 是 否 符 合 题 意 . 


B Ж f іЯ 


Bi 8352 -7ху -6y -lüx +8y+8 分 解 因 式 . 
8t JEA =3x2?°- (7y + 10)x — (657 -8y-8). 
А = [- (73 +10) Р -4x3x[-(6-—-8y-8)] 
= 121у + 44у + 4 
- (11у +2)2>0. 
P уә = T. 即 得 x = 3у +2, х5 = 一 21-3 
所 以 原 式 =3(z -37 -2)( + 204) 
=(x-—3y-2)(3rz +2y- 4). 
例 2 jp OU JBE 1.8 K 8 1.2 ЖЕЕ ВЕТО AAE PUT] 
下 方形 ,做 成 一 个 底面 积 为 1 平方 米 的 无 盖 冰 箱 LIE JE BS) K hu 
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АЖ ^РЖ? 
8 E б6—1,2ЧЛ 2: EE J 
HJ |< x XE iX ЕИ ЕЙ BU IS (1.8 一 
2r) 米 , 宽 为 (1.2-2x) 米 . 依 题 意 .得 
(1.88 232(1.2-2x) «1, 





Р 
解 得 "ES Зу 4.36 1 22 
4 图 6-1 
-v4.36 
ху= 4 7 2:0). 228 


HFa < 20.6. x Ae E. 

党 四角 戴 去 的 小 正方 形 的 边 长 约 为 0.228 Ж. 

Віз (印度 十 题 ) 有 一群 密 蜂 ,其 半数 的 平方 根 只 飞 向 莱克 龙 
А,Б ЕЖОВ EC VLL Je ЧЕЙНЕШ ЕП ДУҢ ЕЕ. GER Н 
RENARE, ЕР THERE HE, ЖН T ЖЕЙ 
我 妖 群 中 有 多 少 只 蜜蜂 ? 

分 析 “为 了 避免 方程 中 出 现 根 号 ,可 设 蜂 群 中 有 2x? 只 蜜蜂 ,这 
群 密 峰 可 分 为 三 部 分 :x 只 密 峰 飞 向 莱 莉 花 从 ;2x? x 卫 只 蜜蜂 留 在 
SUB ABA ER. CENIE. 由 此 可 列 出 方程 

202 = +10022, 
HII 2х? - 9x - 18 = 0. 
解 得 mm =6,x = - 3 (2). TE IS = 72, ШУЙ. 

Ма 某 工厂 今年 产值 为 400 万 元 ,计划 其 年 后 产值 增加 到 900 
万 元 ,如 果 每 年 的 增长 率 相同 ,那么 该 工厂 三 年 的 总 产值 是 多 少 ? 

解 一 、 设 明年 的 产值 为 z 万 元 , 则 增长 率 为 (75 - 1) ,后 年 的 产 


值 按 这 样 的 增长 率 应 为 x[] + 3007 І). А, 
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x l+ (2509 1)] = 900. 


АН x,2600,x, = – 600( 舍 去 ) ,三 年 总 产值 为 
400 -600+ 900=1900( 万 元 ). 
Ш БЕРЕНИКА) а. WER, A . 
40061 + x)? = 900. 
RI sio e 50%. = -了 了 (会友 ). 三 年 总 产值 为 
400 + 400(1 + 50% ) + 900=1900( 万 元 ). 
例 5 一 块 场地 ,用 600 块 正方 形 的 砖头 铺 成 ,如 果 把 场地 的 面 
积 扩大 到 比 原 面积 的 2 fries 0.5 平 方 米 , 日 正方 形 砖头 的 边 长 增 
BU 10 B K MU BB 540 块 方 砖 , 求 原 场 地 的 面积 . 
B nimium m, murs 


Æ 40.17 {2х +0 б 
* 600 ^ —N 540 
ipu RE RB 
, п 8 
бх = 18^ 3" 
un llr- 1846-4 x — 48 = 0. 
ЖН /x = 9161376 


[Ny x z0, 8t x 2246,Hll x = 24, 

答 ” 原 场 地 的 面积 为 24 平方 米 . 

gio EAX 10 Fn 18 PK EAE p EE 120 元 ,一 年 后 全 
棉布 价格 上 上调, 涤纶 布 价格 下 学, 全 棉布 上 调 的 百分数 正好 与 遂 纶 布 
下 浮 的 百分数 相等 .这 时 尖 10 米 全 棉布 需 72 765, XC 18 ЖЕРИН 
需 36 元 . 问 原来 买 10 米 全 杭 布 需 儿 元 ? 

R REEE 10 Kids z 元 ,又 设 全 棉布 一 年 后 价格 上 调 
+ 名 МЕ, 

х(1+ y%) = 72, (D 
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(120 - x)(1 — у) = 36. (Z 
4q.eurfs 
72,36.) e 


DEA 
x^ ~ 1385 + 4320 = 0. 
解 得 х =48,x;=90( E). 
管 ” 原 来 买 10 米 全 棉布 需 48 元 . 
BE7 A.B PB TE КИНЕ, СЕТЕК C 


Ji, А,В,С 一 洪 愉 成 一 等 边 三 角形 的 二 个 DÉ NE 
质点 .4 MEH BE S В EAR RAA E 
IC 港 句 速 行驶 , 当 乙 船 行 于 出 和 T KI). / N 
甲乙 两 船 与 港 位 置 恰 是 一 个 直角 三 角形 的 „/ e 
—^r oA mH PA DIGE C ШЫ, BR P E 
СЕЮТ. bil: 4 LP ДИЕ IR RE RE ete H6-2 

Е" Е 6-2 ик, A B.C АЎ FA Ж — Tr TRU, ,这 
长 等 于 x РЖ, АЕНА. B ELER 3: LI 40 ЕЖА E 
时 , 甲 船 到 p, iH dI C pl, ТЕ C 3E 20 TORIS Р, ПА, 


FH REIR, CDE = ƏР. 于 是 CD = 5 СЕ= 20-40), 4D = x- 5 


(40) = LG +40), BF = x -20, 设 甲 , 乙 两 船 的 船 速 分 别 为 ш, 


AD _ BE AC ВЕ AD BE 
: i = ——- 
вэ, lU Vii —— DN ^ $3 * t а TAE ВЕ? 
209 ау 
x x — 20° 
可 变 为 x^ — 60x — 800 = 0. 


解 得 х= 30+ 104/17,x; 230— 10 VINEE). 


答 А,В 两 港 之 间 的 距离 是 30 € 10 172. 
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8 TZ Ads) A DE ДШН L8) ОН Z. MESE EE Jr qn] 
BE, HR ЖИЕ А р Y ВЕНН. ERE T XAR FZ. iki] 
HH sy Bie y ph] o UE E A p] EA Ife QS RE ЛЕР ЕД: "4 А К HEB 
hL. MS ERI ABER GEH HEHE REC ILI? 

ут RZEDU e TREERE H kolk > 1) ü yB — BJ ETE 
N S WWE —KH BRI 22 йты, 5— ,第 一 次 相遇 人 到 第 一 次 相 


轴 时 花 去 的 时 间 为 - > IKRBEUE A 


kv 
(rt 45, 
ЕН Etpa . T 
ШЕ] 45 2) - k -2-0. 
解 得 ki UH, LV gy 


Ж ЕА ЕИ H Ha, 
Bio Ж ИЕ Н 10 TR, КЕШЕШ x 件 小 商品 花 去 y Ж. 
第 一 次 再 去 买 该 小 商品 时 ,发 现 每 -- 打 (12 件 } 降 价 0.8 元 .他 比 第 
一 次 多 买 了 10 件 , 花 去 2 元 . 问 他 第 -次 买 的 小 商品 是 多 少 件 ”{ 设 
x.v 为 正 整 数 .) 
解 ” 依 题 设 ,有 
y 2 0.8 T 


x x+l0 12^ 

ШП x^ + (40 – 15y)x - 150y = 0. 

A = (40 – 15у) + 600y = 25(9y7 - 24у + 64) 
Хр b E947 - 24у + 64 = n° , WI 

(Зу — 4) +48 = n°. (2) 
A 1&у=10,Н у 为 正 整 数 , 经 验证 ,y= 1 或 5 满足 多 式 -此 时 < = 5 
或 50{ 仅 取 正 值 ). 
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т F DN Ua ES S Hg 50 件 . 


Ж X3 六 | 


1. 将 下 列 各 式 在 实数 范围 内 因 式 分 解 : 

(1)4х* +8х—); 

(2)4x2 — 5/5х +5; 

(3)2x^ + xy 一 ү? -4x-t-5y-6. 

2. 35 m AHEHE. Gx- xy -2y^ + my -5 能 分 解 成 两 个 一 次 因 
x X6 R? 

3. A. B 岗地 相同 20 x EL Z Wi АЙНЫ, A kT B 
地 . 甲 比 乙 每 小 时 多 走 ТД ЕЖЕ ЛЕ Ф| Lit, FE МЕЖЕ 
ШЛ? 

4. 3 EKE 30 公里 ,下 车 后 在 车 站 停留 20 分 钟 ,再 
搭车 返回 ,车速 比 去 的 车 每 小 时 快 3 公里 .整个 旅行 费时 2 如 小时， 
求 往返 火车 的 速度 . 

5. 两 个 农妇 -- 共 带 有 100 个 鸡 伪 上 市 场 ,两 人 所 带 蛋 数 不 同 ,但 
是 卖 得 的 钱 数 一 样 ,于 是 ,第 一 个 农妇 对 第 二 个 说 ;“ 如 果 你 的 鸡 租 换 
25 d de nf RIE 15 个 网 概 ." 第 二 个 农妇 管道 ; “但 是 你 的 鸡 贷 如 果 
换 给 我 ,我 就 只 能 卖 得 6 MRR RE ,这 两 个 农妇 各 有 多 少 个 鸡 
Ж? 

6. — 1 rds EAE AUS 20 升 ,第 一 次 倒 出 若 于 升 后 用 水 如 满 ， 
党 二 次 又 倒 出 同样 多 的 升 数 骨 用 水 如 满 ,这 时 容器 内 剩 下 的 酒精 为 
18.05 天 . 问 每 次 倒 出 的 液体 多 少 升 ? 

7. SEE], ERRA 300em 的 合 周 上 有 甲 AZAR, BAL AUR ARI 
Ж RETE SJ E AE sh, PERMA A RE A, КИНГ Уу Plis вл. Z BK In] 
时 从 B iH Pe mish A bhia 271, EKABGNCT C 点 .相遇 后 , 师 球 
# FL KAFARA 78] д2 t, fH E [e sf E ЕЖЕ ДЕЕ ЖЕН 2 1%, Z pR 
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度 是 原来 的 一 半 , 它 们 第 二 次 相遇 于 D 点 (如 
4). E 1 AMC = 4em, BND = 20cm. Ж ACR KIK D 
HE ， 
8. 申 容器 里 有 纯 酒 精 8 上, 乙 容器 里 有 水 8 

о 克 , 丙 容器 均 未 盛 满 . 今 把 甲 窑 器 的 酒精 合 人 — 
乙 容 器 若干 克 , 再 把 乙 容 器 中 的 混 人 台 液 倒 回 甲 | 

容器 一 部 分 ,这 部 分 是 从 甲 容器 倒 人 乙 容 器 克 — 558p 
数 的 2 售 , 这 时 , 甲 容 器 中 的 酒精 溶液 的 浓度 为 60% . 问 从 甲 容 器 中 
倒 人 乙 容 器 的 酒精 是 多 少 克 ? 

9. 菜 甲 从 西村 到 东 村 , 捍 乙 从 东 村 到 西村 同时 出 发 ,途中 相让 
时 , 甲 比 乙 多 走 和 公里 , 申 继 续 示 2 小 时 到 东 村 , 乙 继 续 走 8 小 时 到 
西村 . 求 两 村 的 距离 和 各 人 的 速度 . 

10. A.B 两 地 间 道 路 的 -部 分 是 上 坡 路 ,其 余部 分 是 下 坡 路 , 髓 
行车 在 1 小 时 内 ,下 坡 比 上 坡 多 术 6 公里 .已 知 这 辆 自行 车 从 4 到 B 
需要 2 小 时 和 分 钟 ,而 从 召回 到 4 可 少 用 20 分 钟 .如 果 全 路 长 36 
公里 , 求 白 行车 上 坡 和 下 玻 的 速度 ,以 及 上 坡 路 和 下 坡 路 的 长 . 

ORBE 4 地 顺 流 而 下 到 达 河 口 ,在 河口 贞 拖 轮 拖带 洪 河 行 
арк 8 地 ,共用 去 17 ан ОЛИВА л 到 8 航行 一 次 (不 拖 
带 ) 需 要 61 小 时 ,市 从 B 到 4 需要 79 小 时 ,拖轮 在 拖带 木 排 时 它 的 
速度 是 不 拖带 的 速度 的 一 半 .拖轮 拖带 木 排 从 河口 到 达 В 地 所 用 的 
时 间 是 多 少 ? 
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第 七 讲 R 8 
知识 点 和 方法 述 要 


1. 数 轴 上 的 点 与 实数 是 一 一 对 应 的 ,三 半 面 内 确 炉 育 角 坐标 系 
之 后 ,平面 内 的 点 与 有 序 实数 对 建立 -对 遍 关 系 ,部 将 EC GJ Jb 
i EJER SE — HE. | 

E Pia уу}, РС хо y MAARRE K itt IP Pl A 

IP Pal - (x x) e (у). (D 
CD X FRTE PS КЇНЇН AAI. 

2. 设 存 一 个 变化 过 程 中 有 两 个 变量 x Sv. ЖТ x 的 得 一 
个 值 ,y 者 有 唯 -- 的 值 与 它 对 应 EA LOS x 是 日 变量 ,y hz x HH 
T. EE x ЕЖЕ у 的 每 一 对 对 应 值 都 对 应 堂 标 平面 内 的 一 个 点 ， 
所 有 这 些 点 就 构成 了 图 数 的 图 象 . 郴 数 的 表 相 方法 最 管用 的 有 解析 
法 .列表 法 和 图 象 法 .但 注意 不 是 所 有 的 困 数 者 具有 有 这 二 种 表达 方 
ж. 髓 变量 的 取 值 范 册 一 般 肥 决 于 解析 式 本 筷 的 限制 , 刀 分 式 时 分 村 
取 值 不 为 零 , 倡 次 根 式 的 被 开 方 数 ( 式 ) 的 取信 为 非 负 数 , 捷 水 及 实际 
问题 , 则 须 使 实际 问题 有 意义 ， 

eC Ripe 六 xz) ,其 中 下 代表 对 应 法 则 . A ) Жл НЕЙ 
a 时 的 荫 数 值 . 

3.JÉ у= kx + РСЕ, b 为 常数 ) 的 函数 , 奇 上 =0,y = b 是 常量 
函数 ,图 象 是 过 点 {0,48) 的 水 平 直线 , 阁 50, y= k + 5 是 一 次 二 
£. Var b=0,y= kx 是 下 比例 尔 数 .一 次 阴 数 的 图 象 是 经 过 (0, b) 
的 一 条 直线 , Н. 

(234 k 20 IN, y SB x 的 增 大 而 增 大 ; 

GDH k «OT, y х 的 增 大 而 减 小 . 


4.y = КОБОЕ ЗИ ЙЕ ya A 
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(DH E 0I. J r X4 EHERS— = m MH Е 
象限 内 ,rr 随 x 的 增 大 而 减 小 ; 

(0) 当 庆 < 人 时 ,图 象 移 两 个 分 支 分 别人 在 第 二 .四 得 限 内 ,在 每 个 
FIRA, y BÉ x 的 增 太 而 增 大 . 

5. VÀ x ADRESSE M IX ERG y = k= + b TET РЕЗЕ EE TED 
分 翻 折 到 上 上 半 平 看 , 即 得 yy= kx + BIER AR. 


p zm m Vi 


І ERMEER, AA m 0) [6] LR CAM 585555 
都 是 整数 的 点 ) 到 原点 O 的 序 离 都 等 于 定 长 d POR m 的 最 小 值 ， 
解 设 普 个 整 点 中 的 一 个 为 4(4x,yJxzsy 不 同时 为 0) , 则 另外 
-THa -r еу), (х,у), (х, = у) ИТР AEA с, 
m z= 4. 
m = 4 可 肥 到 .如 四 个 整 点 (1,0),(0,1),{ 一 1,0),(0, 一 1 它们 
到 原点 上 距 离 者 是 Т. 
£k БАЖ, т 的 最 小 值 为 4， 
例 2 AEEA r, AR tx) 满足 f(x) + f(x - D 2 x^. Hl 
Ж f09) = 97, 那 么 ODRA 1000 的 余数 是 和 多少? 
Ж dB 
f(97) = 972 - f(96) 
-97 -[96 — f(95)) 
= 97. -96 + f(95) 
- 972 — 96° + 95^ — f(94) 
= 972 – 06? + 052 — 942 + --- + 212 - 20? + f(19) 
= {97 - 96) (97 + 96) + (95 – 94) (95 + 94) ++ + (21 
+ 20)(21 — 20) +97 
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= 197 +96+95+' +21 +20) + 97 
(97 + 20) x 78 
- Я + 


— 


97 
= 4660. 
FHE, FCU?) ER 1000 的 余数 是 660. 
例 3 K P Sb pRCET ЛЕШ ДИН a E. 


2x - 1)" 
(руу ARI, 
V x+|xl 
/1—-ixv4l 
(2) = 一 一- 
IO /у+8—/5х+20+2 
ж (1) kat 
x +| x | > ©. 


HOS zz dot sO оса x». 
2 2 2 


(2) | 
J/x48-v5x +20 +2 > 0. 

ШЖ 1x +41. — 5= x= - 3; 

ШОФ x-820,5x + 2020, HERE <> -4, 


及 '5х+20ж/ x+8 +2, 
有 Sy+202Z x+8+4+4 x48 
性 简 得 V x+Ü8 x +2. 


Пр x^. 30-450, 19 y>1,-4. FRE x > —4,.,zx=1. 


£x ИЖ, nM —- 4= x= - З. 
Bia ажо 
y (2m? -7m -9)y" -3m4 


Zim 何 值 时 ， 


(D y 是 x 的 止 比例 函数 ,图 但 在 第 二 .四 象限 ; 


(2)y 是 x 的 反比 例 图 数 , 图 象 在 第 一 ,三 象限 . 
A ОК, A 


т? - 19т + 19= 1, 


ER 2m "7m -9«8. (2 
HOTTIE m 232€ б. т =6 时 加 式 不 成 立 , 故 m = 3. 

(2) БАБА ， D 

2m^ 71m — 9 > 0. (4 

HIGH m = 4 nk 5. Ч m -4 ADERE. AE m = 5. 

8/5 пик у= (a 3) л -515 和 一 次 函数 y = x+ 
a-cifmjeS T A BAA КЕРУ AB 的 长 度 ， 

8S Ша-30,а°-5а+5= -1 可 得 a=2. 于 是 是 设 中 的 反 


EE EA у = -二 КРАЎ АЈ y = x + 3. Hi -1 


3x +і= О. RE biku M A ху p x= -3,xixs- 1. 
设 Ax; ур). B xa у). Dll 
(x,—x;) =(хр+х›) - Ax x42 3 -4х1= 5, 
(ур у) = i(xi 32 - (35 3 P (x4 - 93-5. 
FE ТАВ mV xi- x) (уру) = Z 10. 

Hlo IEE a= x-4 уу Та М,Н у= -3х+6 5р у 
fü Р М,Н у=х-4 Б у= -3x+6 的 交点 为 P RERI 
Et MN 的 中 点 如 tj P Bj ТЕА НАЕ ЫТ. 

Ж 今 x=0, 则 直线 y=x-4 与 7 ЛЖ MO, -4). 回 样 可 
得 N(CO,6) , Ex. MN 井中 点 为 910,1). 由 

yzx-d4, 
| y = – 3x + 6, 


得 p ABRA,- 2). 
ИКО) y= ke + blk ge). 


= x + 3 ÍË r + 


| b = 1, 

5, __ 3 

К+ Йй =- E 

Af k--lb-lgdEEDK -次 函数 为 了 = -х +1. 
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517. ЭНА rh ЖЕЙ ар jj 
УН] Pul d ЛК iod ЕН. ТЕМ, ЫЕ] A 
ИШ 4 ЖА H KA EOK, £ BE a BJ 8 Ar 206—4 
钟 内 既 进 水 又 出 水 ,得到 时 间 x CR) у | 
( 升 ) 之 间 的 关系 图 ， 

(1)0sxs12 时 ,x 与 了 有 和 们 关系 ? о 

(2) 若 12 分 钟 后 只 放水 不 进 水 , 求 у 的 解 E 7-1 
ETIR. 

8 (kEi, A 404,20), Ё 0A у= 5x. X BCI2, 30), 
КОҢ AB Ig v = kx + bU 





osa 
12k + b = 30. 
E & - үз - - 
(@ k= 2,0 = 15, A AB 3 y = 2 z +15, O y = 
5x * О x =4 
san ， 34 < x=12. 


12) 由 图 知 4 分 钟 进 水 20 Л.К ИДЕК 5 Jt. х= 5, n] 48 
у= 3 3 454 1522 SA хк=4|х=5,у 增加 六 ,这 表明 每 分 钟 出 


жә 3( 升 ). 因 因此 xs>12 时 ,小 =- 也 LENS um “代入 得 5 75. W 


y= 224 + 75. 注意 到 y 20,88 12< x20. ВРЕТ у= -一 
SUD x <20). 

fs HHE ABCD'P,AB-CD-5,AD — ; E Do 
=8, BC =14,E NAD | 上 的 定点 ,AE = 4. 动态 / cm. 
P AD 出 发 , 沿 着 梯形 的 周 界 依次 经 过 C.B, ° РС 
最 后 到 达 4, 设 点 P 走 过 的 距离 为 x ,AAPE 的 图 7-2 
面积 为 у, № y 表示 成 + 的 函数 ,并 画 出 图 象 . 


47 


8 | 7-2,:t p f: DF | BC Y F,j GF = 3, DF = 4. f Р 
ЕРО. 40,25 AD 延长 线 于 0, 则 RAPOD л RACDF 4i pQ = 5 
рр. 


(1){ P fE DC LEJ, El Ox x5 时， 


y= "4x is -Ëx 


(i) P TE CB FEM, BI] S= x = 19 时， 





yz у хах4=8; 


GY P (EAB 上 上 移动 , 即 19 x =24 时 ， i] 7-3 

类 似 ( ,有 
y= + x4x 2 (24 - х) = 5 (24 - a). 

8X BK PRIUS 

x (Oz; x « 5); 
(5zx«19); 

(24 - ) (19= x x; 24). 
其 图 象 如 图 7-3 Ат, БТЕ. 


йэ 已 知 函 数 oss 的 图 象 如 图 7-4 所 示 , 求 作 y=1y - y! 
HER. 
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# ovo 的 图 象 通过 点 (0,0),(1,1) ,因此 ,x2 = x. у 的 图 象 是 y 
= [xl 的 图 象 向 左 平 移 1 个 单位 得 到 ,因此 ,y= dall К у> 
уз, 

] -2x x< —1; 
у=у-уз=!х+1!-к=] 


其 图 象 如 图 7 - 5 所 示 . 


一 、 选 择 题 
i, 设 有 两 点 А(2,3),8(4,2), О 是 原点 , 则 AAOB 的 面积 是 
( ). 


] xz-l. 


(A)à (B)6 (суг (D)5 


2, 四边 形 ABCD Вл ККК r (2,4),(-1,2),(-2,-2), 
(3, -20 ,为 使 直线 v = ax 与 边 AD. BC 都 相交 ,a 的 取 值 范围 是 


2 
(А) - 2= a =2 (B)- = <a <2 
(С) - 2а р) -2=а=1 


3. 已 知 点 4(2, - 十 ) 在 直线 у= e + 二 上, 则 该 直线 上 与 点 (1， 
1) ,(5,3) 等 距离 的 点 是 (о). 

(А)(—-2,5) (В)(5,-2) (OQ,  (0)(5,2) 

4. 已 知 方程 lx1= өх+1 A -个 负 根 且 没 有 正 根 ,那么 а 的 取 值 


їп. В ( T 
(A)a> -1 (Ba=1 | (Oasml (DIERRE 
S. 若 关于 YY 的 万 程 |lrY -21-11=a fa EM 1 a 的 值 
E ( ). 
(A)0 (ВИ (C)2 (D)3 
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— JA 

6B Dese edu Да) ТАЕ _. 

7. GAL BUTS НА у= mx -3,y 2 - 1, y 2 3 Ж x = 1 所 围 成 的 四 
HJE ABCD 面积 是 12, 则 m= O . 

8. E RISE (x)= x — ax? + bx? o- ex 8, E a,b, с 都 是 党 
X, H/f(ü9295,M]/C-19-2 — 

9, BE f(x) Saxa 1, 4 - Таха 1 BT, бх) НИВ EA TA ,由 
a БИАТ E ЖЕ 

三 、 解 答题 

10. Ht a»0,a 21 НУ, КРАЯ 

у=ах+(1-х) (Oz xul) 

的 最 大 从 与 最 小 值 . 

П. у= (п-т ACER n 为 何 值 时 ， 

(1) y Æx IE ВРАЗ; 

(20 y JE x BU EE ЙЕ. 

12. y Дх” EYE ERIE, z Hx? 7]. Ec B] eS E, В. x =2 8], у 
+ 2 = ЗА0; х = 1 Bf, z- у = 1275. E] x 为 何 值 时 ,y = 2, ЖКГ уН 
ЛАЕШ РИ z 的 解析 式 . 

13. CIL х,у, ЛЕА, НА Ж.а у= 30,3х + y 
-2=50.6 и = 5х +4y + 2: 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
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第 八 讲 ” 二 次 函数 的 图 象 和 性 质 
知识 点 和 方法 述 要 


КРАЈ Е RRE: 
(у= а(х ~ А) + К(а 20). а >0 FÍ, ЖИ] Ea <0 时 ,开口 
向 下 ;对 称 轴 是 直线 x = EIUS AER E CAL К). 
Ч а> ОН, fE х= h Bb ЖЯ y Hoo] MB k; 
当 a<0 时 ,在 x= 上 处 ,函数 REAT k. 
(i)v- alx- xla- r). RH xi X> 是 抛物 线 与 x ЖЛЕ 
ARRE. 


(iii) y = ax* + bx + c. JX de — REB TOP LR x= — zd 


дк - 这 ,42 = a 的 符号 决定 开口 方向 ,c 决定 抛物 线 与 


y idi Az дї. 
2. 确定 一 个 二 次 图 数 需要 三 个 独立 的 条 件 ， 


BJ zh fS VÀ 


例 1 已 知 二 次 函数 的 图 象 过 (1,0),( 2,0), (2,32 ZR GR — 
次 函数 的 解析 式 . 
分 析 ” 题 设 中 ,抛物 线 与 x Ел (1.0), ( — 2,0), п] 
二 次 嘎 数 的 解析 式 为 
у= at%—1)(x+2). 
及 点 {2,3) 在 抛物 线 上 ,可 得 
3=a(2-1)(2+2), 


解 得 a = 3 .所 以 函数 解析 式 为 у= 36 -DG 2), Bl у=? + 
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例 2 х=, =й у = Ох) RCKIBOS 25, АВЖ 
与 x Bb F Miss GE B a Bb ER DUO Jr UST: 13, 求 FG ЕБТ 
x. 

AE ИЕ, Di ОКЕ Ж ЁТ, А y= alx- 1 e 25, B y 


ü 
= ay ах + +25. 


4 
设 抛物 线 与 x Жк, DAE А x. x; M 
xi x = 1, 
1,25 
X|'X5- 4 + a` 


TÆ 


+ +2) 


解 得 а= - 4， 
FER Kasat у= -4(х- 1) +25, у= 4474 
ix + 24. 
H3 已 知 二 次 函数 y = 2x° -Am + m° 的 图 象 与 x WAAT 
交点 ,交点 为 4,8, 顶 点 为 C. p ДАВС 的 面积 为 442, 试 确定 普 的 
Н. 


= 13, 


分 析 ”如 图 8—1, Sue = SLABI I yel. 3X 
里 y. RR C HAER. 
A.B P ex FATE EERI ху, хо, H] 
|АВ1= 15 = 1 =y Gra + xY удо 2E ml, 4 Box 


E 2 da 2 
y. | = (dm) Xm Lm | oma, 图 8- 1 
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于 是 Sunc 2E mE m = 472, 
РД т! =2,Ц m= + 2. 

BRA (1)XPT КРАЙ (х) = ax° + bx + c, f(a) = f( 8) (a 
Z B) , 试 证 明 x = P B ik СК КОЕ Ж ЕКШ. 

(2) КА ух) ДЕ /(x 2) = /((-x - 2), BER 55 y dh 
ATAO DÆ x fib EEREISEREHKOS 242 , 求 fxz) 的 表达 式 . 

分 析 (DB Ко) KR). A 

аа? + ba + e = aff + 0 + c, 

BI (a — В) (аа + aB + b) = 0. 

2.5 gqp a+ Ë ы м — ye 
Кая 8, a + B= ~ т UD х = 5 dex СРК ЕЧ ИРА 
轴 . 

OB х2) = -x-2), 由 (1) 知 x= -2 是 二 次 函数 了 (x) 
的 图 象 的 对 称 轴 . 设 


fix)=a(x+2) + b = ах? + ахда + b 


与 X E ODE ap E 77 48 M; pisa Xi X» J 4E x; + Y> = -44123=4+2 ,有 


Ix, — 91 = (x, + x Араз = (-4P-4(4+ E)E -2 =2-{?. 


可 得 b= -2a. 又 抛物 线 过 点 (0,1) ,可 知 4a + b =, а= 2,6 


= -4 所 求 二 次 函数 为 (x) = T +2к +1. 
#15 MHR y= a? 与 由 直线 x =1,x =2， 
у=1,у =2 国 成 的 图 形 的 边界 线 或 内 部 有 公共 点 
时 ,e 在 什么 范围 内 变动 ? 
分 析 如 图 8 - 2, 欲 使 气 物 线 y = ол? 与 由 
四 直线 x = 1,x =2,y =1,y=2 围 成 的 正方 形 
ABCD 有 公共 点 . 当 且 代 当 抛物 线 与 对 第 线 АС 





йт 


TARA 

Ha АСТ) А hh v 2 2 ;通过 点 cO, DRH E L 
Y m "TEM 

例 6 如 图 3-3, 长 为 2 FEX EZ PO 在 a 
simi E.M Р.О х ss. H 
MHR у=х AFP QE PIAC, 
0) , 当 上 大 为何 值 时 ,直线 OP 把 梯形 Р'РОО 的 
面 各 二 等 分 ， 

解 A PERN К.О), О(% +2,0), 
Р(&,Е),О G2, C2 2220, ВВ ОР 5 
00' 的 交点 R Is Sed LOL + 2). T E 


Spoo =F (PP + Q0 POS 2 + (6+2), 





Sproo = УСРР +00): РО = Ei k(k+2). 


依 题 设 ,有 
k akt lk k k +2)], 
ЖӨ k- ty2(" - "不 合 题 意 , 含 去 ). =vy2 为 所 求 . 

Т ФОРА Д) = axi bx c(as 0) TER p ,使 af(p) 
< 0. 正明 :方程 f(x) AMATAR, — D E р. 9 КЕ 
р 小 ， 

WEBB afp)= a ( ар? + Dp + c) 

b — oe 
4а 





-ad(pta, Y- ] «0, 


; 4 
可 得 b^ — dac 
da^ 


因此 b° —4ac > 0. ЭЕ f(x) = 有 有 有 两 个 不 相等 的 实数 很 ,说 为 e LB, 
a < B, WI] 


> {р 2:920, 


f(x) = a(x - aM x - B). 
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fi afCp) 2 a'(p - a)Cp - B) «0, 
п] М, (p-a) p- 8) <0, [<р < B. 

pla (DHE: KER y= ax — bx + c ВАЕ Ч ху = 0, x, = 
ха = 2 [8 ESAE , 则 对 任何 整数 x. у 的 值 都 是 整数 ; 

(2) 若 对 任何 整数 х,у = axi + bx + с ИН АЖ, a. b c EE 


{т ЭКО 
Ж ОРКЕ, RUM cLa- b+ c,4a - 22+, Н, 
有 
üu-bz(a-bhcc)-c, 
Ej ja —2b = (Aa —2b + e)-c 


Abe EE Er. uif u] Ж 
2a -2(4a-2h) -2(a-—- b), 

及 24 = (4a - 2b) — 4 a - b) 
部 是 整数 

MS x 为 侦 数 时 , 设 x = 26, W 

y záak? —2Ь + c 

AS х 为 奇数 时 , 设 x-2k +1, 

y=a(2k+I 17 6+1) + ez До Дак - 20k + (a— b e e) 
仍 为 整数 ， 

(2) х= 0, ус, с AEN UB a.b 不 一 定 是 整数 .如 
PRU 


ola 1 1 
у= УХ +ух+1=лухбх +1) +1. 


当 x 为 整数 时 ,y ADAR Bx АВЕ 22, 的 系数 并 不 是 整数 . 

例 9 生产 某 商 由 x ЙИН 1000 + 5x + 502 JE, HR M, 
x 吨 时 的 价格 是 每 吨 e+ 36, Kb а,Ь 是 常数 . 如果 生产 出 的 商品 
部 能 卖 掉 ,并 且 当 产 量 是 150 吨 时 利润 最 大 ,这 时 每 吨 的 价格 大 和 


JL .3K a, b 的 值 . 
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Я DS x 是 的 利 泣 是; 26. BLUR UR 
y =x(a+-)- (1000+5z+ ух?) 
= 6) 92+ (a -5)х - 1000. 


又 由 题 设 知 , 当 *= 150 BE, y 最 大 ,因此 
a-5 





- — = 150, 
Xy - qo! 
a + 120 = 40, 
a 439 = 35, 
BD ‚150 o 
y = 40. 
解 得 a =45,b = - 30. 1 b= -30B.1- d «0, 8t y 有 最 大 值 . 闲 


此 ,aa=4,5= -30 为 所 求 ， 


练 m JN 


—. Ж 
1, 如 果 某 个 二 次 函数 的 图 象 与 已 知 二 次 函数 у = x^ -2x 的 图 
RETF y 轴 对 称 ,那么 这 个 二 次 毅 数 的 解析 式 古 ( ). 


(A)y= - х2+ 22 (В) у = х2 -2x Y 
|l. 
(С)у= - х2 24 (D)y = : 3.2. 


2. RUBS ,抛物 线 у= ах? ides c Sx BR BT 
EFRA, B, y EHE РС, WE OB = OC 


- > OQA. BB А b 的 值 为 ( ). 
(A) 2 (B) —1 


(第 2 题 ) 
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| 1 
(C) 3 (0) 
3. Ж k IRAETA, ИЙ у= а(х k)? (a 关中 的 顶点 


都 ( ). 
(AME EE yax E (ВЕН у= - х E 
(C)#E x ШР. (В) УШР 
д y = - ах + b 的 图 象 经 过 第 一 ,三 .四 象限 , 则 函数 y 
= ax? + bx -地 的 图 象 必 不 经 过 C X 
(A) 第 一 象限 (B) 第 二 象限 
(С) — 3 ШЫ (DAMNAR 


5. 一 学 生 推 铅球 ,铅球 行进 的 高 度 y(m) 与 水 平 距离 x (mH BERT 

函数 关系 为 y= - or ea e 与 , 册 铅 球 落地 时 的 水 平 距离 是 
). 

(А) ш (B)3m (С)10т (D)12m 

二 填空 题 

б. ЮЛЕ у = L 40. -3)x 一 8 与 x 轴 有 两 个 交点 ,为 使 这 
着 个 区 点 之 间 的 距离 的 平方 最 小 ,天 的 值 为 ” . 

7. 若 对 任何 实数 p ,抛物 线 y 232 — px & 4p & Y 都 经 过 一 定点 ， 
此 定点 的 坐标 是 

8. 已 知 抛物 线 y = (x -3k)(x- k 3). J y 
РЕВЕ х= 1 与 x=3 之 问 的 部 分 在 第 四 象 
Еру, д AREE 

9. E BIZIK y= ах? + bx + c 的 图 象 如 
FI Pro , 则 下 列 四 个 不 等 式 : 

Dabe > Ü, 


(a+ b+ c >0, жэш) 
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Gap h+ c< 0, 

(a — b+ c> 0. 
其 中 成 的 是 ” . 

0. 当 六 变化 时 抛物 线 v = s^ - (m^ 4)x -2m^ - 12 I x 轴 的 
PRO a [Bi uC ass a 0 

= ш 

І.С ЕК y= ad q by + c уу SET 0(0,3),5 x fll 
ЖЕ FA,B ШШ aji Р {Ех SEL Er. Н Sug: Sap = 3:4, ИИ 
线 与 x Sepa eis Sb b DE 7] 029. 10, 2R 12: AT c 

12. 3] E], CS EE v — a ix cc јх BH > 
AUF AC(LO), (3,0) B] Ex, B.E A ( — 1,16), WH 
EAE C ERBAx FD. 5 
Өң. у H IE E SR E44 — ©рт, А.О. М 
gd mg S ffiJE pA C.A D 三 点 为 顶点 的 
三 角形 相似、 | [第 12 38) 

(UoRax Ae ИТ EROR s 

(25K N 点 的 坐标 . 

13.54 a»5»c,H a+ b+ ec =0 ВМ y = ах'+2Ьх + c 
BE x ВЕРУ L Wok 二 的 取 值 范围 ， 

14.1) 作 出 下 述 图 数 的 图 象 : 

х) = (x -20(x 243 + (х-4)(х-6)1+21(х—2)(х—6)1. 

(2) k КУЗУ, PE РС) = 天 的 实 根 * 的 个 数 与 有 什么 关 
А" 
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第 九 讲 ” 解 直 角 三 角形 


1. {Е RLAABC tH, Z C = 9 , m 
( DsinA = а vosA= Ë tand =“ сад = 之 ， 
с с b a 


(2)sinA = cos B , cos A = sinf ,tand = cotB ,cotA = tan. 
smA co cos À 
eos A ° — sinÁ ' 





(3)sir A + cost A = 1 , lanÁ -с01А = 1, tanÁ = 
2. 一些 特殊 角 的 三 角 比 值 : 





3. 在 直 和 三 角形 4 除 直 和 外 ) 的 五 个 元 索 中 ,只 要 知道 其 中 两 个 
(至 少 有 一 条 边 ), 用 边 . 角 关系 可 以 求 出 男 外 3 个 元 素 . 

不 少 较 和 发 杂 的 问题 ,可 通过 辅助 线 构造 直角 三 角形 再 利用 锐角 
二 角形 使 问题 得 以 解雇 ”如 作 才 用 二 角形 底 边 上 的 栅 MENAT. 


B) zh fe vi 


Bir 已 知 RIAASC F, С=9%%,а+Ь=2,/ A = 30.6 a,b, 
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c ЙИН. 
解 因 sin4 «S ies = D, ZA = 30, i 





t+ зр +72, 
€ C € 2 2 
X qb =2, ТИ 
2(a- b) - _ 2: 2173 13-1) a 
с = A 1 1-1 -22(/3—1). 
ft a = csinA 22/3 - 1) 3 - 1 


b = cew A =2(/3 — 1): УЗ =3—У3. 


例 2 É AMBC'P, LA D АВ H, АСВ = 135, AC |. CD, 
AK sind ВВ. 

f&— WRS- ii DIEDE BC ЖАС E 
F E. BÀ AD = DB, AE = CE. |N Z AC o AE 
135, 7 ACD = W, 1 AS. Z] = Z2 = 
45", nf CD = CE. 

设 CD = а, AC 22a.dt RLAACD Ф, 

АР = AC? + СР? -y 44? + a2 -454, 

所 以 sin4= 50 = = 2. = -总 

解 二 ”如 图 9-2, 过 8B 作 BEA/ DC, X B 
AC B SEIS bq E, IN. AD = РВ, AC = СЕ, MEM 
72 = A3=45°, 可 得 CE = ВЕ. 

i& АС = в, AE = 2a, BE = a, Æ 
RLAABE 中 ， 


AB =v АЕ? + ВЕ? - 5a. 
ВЕ a 43 


АВ fsa 5: 





所 以 sin = 
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例 3 已 知 
17совА + I3cos B = 17, 
l7simA = 13sin Ë , 


INITIUM R + BANH. 
分 析 难以 直接 利用 条 件 等 式 ,联想 天 17sin4 SUPE TEILS 17 
的 直角 三 角形 中 锐角 А 所 对 的 直角 边 长 ,13sinB MAFRA 13 
的 直角 三 角形 中 锐角 p 所 对 的 直 骨 边 长 ,二 省 
由 等 ,表明 两 直 骨 三 角 珍 有 -一 直 骨 过 可 公共 .而 
相应 的 17cosA 5j 13cosB 是 这 商 个 直角 三 角形 iz 
mj НК, , 因 其 和 为 13, 故 А,В 应 位 于 
Adi BUDI. dm] 9 — 3, 4E ЛАВС, АВ = АС“ 
-17, BC 2 13. xt. C E CD ГАВ FD, WI Щ9-3 
CD = 17sinA = 13simn B, 
АВ = AD + DB = licosA + 13cosB = 17. 


FEBA +2⁄ B= 180, BIA + B = 90. 

$954 ШШ 9-4, RE m ARR E TEIR]—JZKOE fi Е, E m ER 
TMA, B,C 处 分 别 测 得 塔 项 D PIPN ЗОР 45° ,60°, 915 АВ = BC 
= 600 ЖЕ РЕ. 

Ш HIERA hX, © RiAADE ,RIABDE , 
RLACDE 中 ,在 

АЁ = һ+со МУ =/ЗА, 

ВЕ = h*cot45 = А, 
vå 


4 
CE = h*cotX = 3^. 


ТЕ AACE 中 ,BE ER AC VJ ЕЕН, н 28 


从 公式 ,得 





[Lag re lac 
BE =! > CAE + ЕС?) — 4 À€ 
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H АЕ =V3h, BE = h, CE „ҮЗА AC = 2 x 600 = 1200, 代 六 上 式 ， 


解 得 h = 300/60). 
B5 站 边 形 ABCD н, ZD = 60, ZA = Z C E, 
= ФР, АВ =11,8С= 2, BD 的 长 . А 
解 ” 如 图 9- 5, 设 AB 与 DC (f EETCER E T E. B 
fE RtAEAD rh, Z D - 60, E = 30,9 ВЕ 





= 2BC =4. 进 而 得 
АЕ = АВ + BE=11+4=15. 4 D 
AD ' 
X rp = tan30° ,所 以 B] 9— 5 


AD = AE *ian30? = 15 X5 543. 
ТЕ RtABAD 中 ,有 


BD = АП? + AB? =/ (57/32 + 11? = 14. 
例 6 E КЛАВС tF. Z € = ЖР, AC = 


BC,AD 是 BC F BJ rB #6, K cos BAD 3 ж-м 
sin, ВАРИ ИҢ. ГМ, 


A 
解 Ü AC = BC = а, H] BD = ЮС = >, 


Z CAB = Z СВА = 45, Е DE | AB Т E CH ES ЁЧ 9-6 
9 –6), Д] 
— —— 
AD - ACF CD = à (у! =. 
Ë АВ =}3а‚рЕ = BE 2.2 a H з BAD = 2, 


соз BAD = FE 


. DE + AE 42a 2410 
si BAD + cos BAD = 7745 "a $7 


62 


sin ВАР ‘сов BAD = ——— = 一 一 == 


ЁК sin BAD „со BAD EHTE x^ - 2440, , = 0 的 两 个 根 , 解 此 


方程 可 得 а= H, py 


E 


Z BAD , RURI sin/ BAD = У 10 оов BAD = 


例 7 四 边 形 ABCD rh, Z АВС = 135°, 7 ВСР = 120, AB = 46, 
ВС 25-43, CD =6,% AD. 
解 IDATEAE// BC Ж GD ТЕ, fF BM L. Е 


АЕ ЕМ, CN LAE 于 N( 如 图 9-7), 则 LBAE р 
{2 q 
= . ‚АМ = В = > АВ = 3, 
(>. # ARAM th, AM = B a DON, 


四 边 形 BMNC 为 短 形 ,CN = BM PM BC 
25-45; 9-7 


. RAZ ВАР < 45°, ВТЕ cos ВАР > sin 
3Y 10 
IO ` 


ТЕ RLACNE H}, Z CEN = ӨР, МЕ = СМсобФ = 1, CE = 2. BW AE 
= AM + MN + МЕ = 6, DE = CD - CE = 4. 


过 4 АР 上 DC 38 DC 延长 线 于 下 . 则 EF = ТАЕ =3,AF = AE: 


sini? = 343, DF = DE + EF =7. 

在 КЛАРЕ Ч, AD? = AF? + РЕ = (3/3 + P = 76. lk. AD = 
2 19, 

例 8 BAZE ABCD ЕЛЕ а, ПАВ = 60, E 为 4D 上 一 动 
点 ,下 在 CD 上 ,满足 条 件 АЕ + СЕ = a, ЎТ ABEF 的 形状 ,并 求 
ABEF 的 面积 的 最 小 值 . 

解 d AE-x,W|CF-2a-x.ibEf$fEEGL| AB FG UKS- 
8). 
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TE RtEAAEG thi, AG = AEcos60° = 


Et; = АЕ sinó = 2x. EN 


КИ 
在 RtABEG 中 ， 





(2 


ВЕ? = ЕС? + ВС? = {2 х)? + (а 1 5х) = 


x° — ax + a°, 


ЉТ B.E TECD HEK ,同样 可 得 BF? = х2 - ax + at, ЕЕ? = 
x^- ax + aj. BR ВЕ? = BF? = ЕЕ, В} ВЕ = BF = EF, ABEF 为 等 边 三 
角形 .又 


/3 


4 v3 
S AREF = 4 ВЕ? = aq 2 E 3r 


— ax + а?) = 


(Gc 352, 342), 
х= Вр E Эу AD 的 中 点 时 , Saer BEME, KEMAN 


43,3 ›_3У3, 


Эм, = да = 16 9 

例 9 (I) tanl; D 

(2) 如 图 9-9. 无 为 正方 形 ABCD 中 -- 点 ， ` 
Z FAB = / ЕВА = 1° ,& DE. CE, KUF: Арск 
AE UE. 

解 CODI 9-10, fE— RMBC, 使 ， 
^ ВСА = ФР, Z ВАС = ЗР. Ў BC=1, 则 AC = 
43,AB =2. 延长 CA # D, fili AD = AB = 2, W 
DCz2-43,H 7 ВРС = 15°. 

ft RLAADBC 中 , 依 正 切 定义 ,可知 





9-9 
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BC ] 
taniS8" = tan Z D = > = ~ с =2-У3. 
Dc 2 443 


QUEE 9-9 b W ER 1 CD,76 CD FH, Z AB T p S LE, 
H ^r AB LCD pos íi COS 





E апі 22 — Z, 
AH IED УІ, B} AE = FB = DH = СЕ = i 
EF = АЁ? anis e 1-5, 
ЕН = FH EF = 1- U- Ê) E 
ВІД, DE =v РН? + ЕН? =y АК + ЕН? 
donee 949-0 





— ЖА 

下面 四 个 数 中 最 天 的 是 | 
( A) rand? + codi? ( B) sind8? + cos48? 

(E handi + cosd8? (DY ood + singg 


2. 设 cos8 + сов = 1,8 为 锐角 ,下 面 的 结论 正确 的 是 
(Arsin + sin > і 
( B) sind + зіп? = 1 
(C)sin£ + sind « 1 
( D)sin@ + sin^9 与 1 的 大 小 关系 不 能 确定 . 
З.А AABC 中 ,AC =1,4B ze, 7 A = ӨР, ( 


i ` 1 

ES í d 

(A} < C <2 (B)0< Cx 
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4. JE ААВС F, A= ЭФ, ZC- ZB=6,# ВС = а, AB 的 


KJ ( ) 
(6122, сву 52, 
(328, (5/813 , 
S. со16730 的 值 是 ( ) 
= J2 i 
(AW2-1 (В)2-42 (0 本 -1 (D 


二 ,填空 题 

6. EH tana FI tang R: yg x^ рх + =0 ИГЫ (р, 是 给 是 
实数 ), 共 cota 和 cop 是 方程 人 -r+ s=0 的 两 根 , 则 r= _ O 

7. AABC 中 ,一 4= 135,7 B = 15°, Bl] а; C 


b:e= ` | G Я 
8. RtAABC ABC Ф, ФЫЙ АВ = c, A= а, Е, 
D Ë 


中 的 AABC 的 内 接 正 方形 的 边 长 是 
9. tl El, AB = CD = 1, Z ABC = 9, (第 8 题 ) 


CBD=30, 则 AC= B 
三 、 解 答题 MN 
10. 外 国 船只 , 除 特 许 者 外 ,不 得 进入 离 我 С 
EE 已 海里 以 内 的 区 感 - 设 4 及 8B 是 我 们 的 (25 9 E) 
观察 站 ,4 K B ЈНУ aS PE p F SK E 
过 A.B 的 直线 ,一 外 国 船 在 户 点 。 在 4 站 测 得 BAP = a, 回 时 在 
B ЎИЗ АВР = p. [E] a 及 BB 满足 什么 简单 的 三 角 函 数 不 等 式 , 就 
后 当 同 此 来 经 特许 的 外 国 船 只 发 出 警告 ,命令 其 退出 我 海域 
11. В:ААВС IP, С = ЖР, АС = ВС, AD EL BC EPA, 
ЖИЕ: cos Z BAD 和 sin BAD E75 8 1042 — 4 / 10x + 3 = 0 ВТ 
m. 
12.1151 #1 FIKIR ALB LCLD,ELPVRS— AP, Н АВ = 
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a, BC =b, CDs e,Z АРВ =a 2 ВРС = 8, / СРО = r. ЖЫ: 


ас _ sine ' sin y 
(a+b)(b+<c) sinla + B)-sin( 8 + у) 


13. RAABC HRH AB, C 5j AB 边 上 的 三 等 分 点 的 连 线 分 别 
E sina 与 cosa (O < z <Р), AB ВУК. 

14. WE XE supi ЛЕН, — 5g TEL КІЙ A. B.C. 
fh fR sin ABC сов ABC. 
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第 十 讲 [xj 与 {x] 
知识 点 和 方法 述 要 


х, АКТ х 的 最 大 整数 叫做 * 的 整数 部 分 , 记 作 
[x;. 记 1x!1=x-[xj, 称 |x! 为 x 的 小 数 部 分 ,如 [4.$]=4,[ -3.5] 
= -4,[/3] 2 1,[] 23,142] 2/2 - 1. 

PREX у= [x ЛЕЕ E B РЕК, АЕ E BUE PCS E E HI 

2.[z 与 ixzi 有 如 下 基本 性 质 : 

(12035 « 1, SHRM ixi =0 时 ,x 为 整数 . 

(j Аах) «4l. 

(јуја y]; х®0,у>=0Ш,[х][у]& [>]. 

证 明 B z=[x]+1x1,y=[y]+ уі, 

x+y=[x]+[y]+ zl + iyi, 
这 表明 [x] + [7] 为 不 超过 x+ 的 整数 ,而 [x УРЕ + у 
的 最 大 整数 ,所 以 
[x]+[y]=!lx +y]. 

Зе Hb А WE BA IS РВА. 

(v) n ЕЕЕ [n +T x]= n + [x]. 

HER Ё x=[x]+ix!l, Ogiz «i, 

[n+x]=[n+ х[+{х}]=!п+[х]]=п+[х]. 

-[|xz]-1, 5 x ЖЕЖ, 

СЕНИИ 
HH х= [х]. ixi, ÚV 
| -xz- xl-ixl. 

34 为 整数 时 ,| xi =0, 有 

一 和 = -x--[x]i 
Nx 不 为 整数 时 ,0< jx! Т, Ост тх, Fd 
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—-xz-ilsi-lel-'x., 
Ix]-2 -,xl- 1. 
(vi E x « y, MU a Tv) E x]< W xey. 
证 是 四 x <*, 不 能 得 出 [xj < Су ШС Т УХА хау, 
BERE. к] = [Yj 不 能 确定 х,у 之 间 太 小 关系， 
(vi E p А рие <р", п! PE РОЙ ЧК ЖЕН 
TUR 
[时 1 [214 e [Ë]. 
P p p 
证 明 让 1,2,…,n 中 能 被 5 整除 的 有 且 仅 有 [ | 个 ;pp,2p， 
prs Jp: ERE ? 药 除 的 有 有 仅 有 [个 : р?,2?,-,[ 1р7, 
ВЕЖ P 整除 的 有 HAAT" ‚2р* bp! ;最 后 的 被 р” 
整除 的 有 且 仪 有 К Hr, HI Ld 这 一 个 
注意 到 企 1,2, n 中 有 - 数 & Җ P PISI р, ЯА ‹ 
ITE p» рс. ERR р Е Т.С Са his 
计算 过 -一 次 ,所 以 ,nt h РЇП НДА METRE SUN YN 
атаара) 
(МЗ x nf DAR x S3 Н В AE Ln E AE: 
Os Exi « 1. EA ХИНД DC P, Ж ЖН ELE LAC BB BS Ж: LR E el ss 
Ha Sg SESS RT x ПЕЛЕ ЖКА ДА E ud SEE. 


B 题 精 Wi 


1 AA: -3ix|]+2=0. 
BR oU xin. 
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x^ + 2 = 3n. D 
А n>0  пех<п+ 1, 


п +2= 5262 < (n +1) 2, (2) 
0,015 
n 42zx3n«(n1Y «2. 
解 得 n=1,2. 故 x -1,2. 
例 2 解 方 程 :2[ x] = x +21<x1. 
解 ” 原 方程 可 变 为 
2|х]=[х]+}х} «21xl. 
Ei 3ixi x [x]. 
因 Os ixi <1, 故 0s[x] <3, 于 是 [x] 只 可 能 为 0,1,2, 量 x=[x]+ 


а HL мга] ові, e =0; 当 [x] =1 时 ,= 所 ;[x]=2 时 ,z= 


8 
了 
Из Z x»0,H 
[xl = x(x - [x]), (D 
1 
Kx- 
SE 4 х>0, [х] 20, Н Oz lxi <1, 由 名 得 
[xl s([x]- ixl) d xl [x] 41, 
Вр о] < 15 42. 
[х] = 081. 
3x] 20 Еў, hD 2-0,5 =0 与 x > 0 +$ 
当 [ x] =1 时 ,由 心得 
x*—x=1 
用 х--®=1 
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例 4 证 明 : 对 任意 实数 x, A 
[z] + [z + >] = [2x]. 
证 朋 ВЯ х-н ,0 ixl<1, 有 


i-is ixi z 
2x -2[x] e2ixl. 
可 分 以 下 两 种 情形 :; 


CIO 30=gl1xi<— Ht 5 |а| + Y <1,021х} <1, 故 


і 
1 e Do 12 2D] = E22. 


(i) 351 «dx «18,0 lx] - T «1, 02lzl - 1«1, 


2 
x+h = а] аж у =[z]+1+1s]- +, 
2x=2[x]+2ix i =2[х|+1+2{х}-1, 


BO [zl+[x+ 方 j=[x]+[z]+1=2[x]+1， 
[ 


从 而 ,有 [x 1+1х+21= [2х]. 
5 Æ 1000! Жарма? 


分 析 只 须 考察 1000! rh 1010Ж ЕКЕНЖ. 102 2x 5,2 
与 $ 都 是 素数 ,上 且 明 显 地 可 以 看 出 1000! 中 售 2 Bg P IK EE 9 SI 
于 $ 的 最 高 次 笑 指 数 , 故 10001 FE 10 pJ K aria ЖОЕ НОР 5 
ВА АК ЖЕК, TER 


[89 00), 100), 00) 


= 200 + 40 + 8 + 1 = 249, 


BI 1000! 末尾 的 0 的 个 数 ， 


pl 6 


计算 ， 
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23x], 23x40 , 
4 t ар =: 


| 

X, 0< |2311, [830] о 

日 为 整数 ,所 以 
CONUS 


atur [23x1] [23х40 | 


23x k ‚ | 23х 2d 222 (k-1,2,,20). 


eh 7 IEEE 001+ 15+ + e [a e geb] = 546, to 
i 00x 183 ft. 


е MN ае Геза 


= 215) +11 + ele [iade dal EE +l fxj tix} + 
2L] 
100 
=73[ z х1+ 0151 + 06] + ILIA КИЕ 7 
= 546. 
Vei ro MX LM 
219 20. 


PEL x]=7, L38 ""— 35 41,38 j 0. J E. 
72 


A3 =l x! x TAR 
100 一 100" 


н 700 + 43 100x = 100[ х1 + 1001 x| 
—100х7+ 100; r, <700 + 44. 
可 每 1100x | = 743. 
例 8 求 所 有 实数 a ,使 得 


对 一 切 正 整数 п IL. 
分 析 0 n=1, 由 山 得 


[2+a EI 
+E /[3*a T <2, 
解 得 ac. 
由 上 述 知 -二 <a < 以 下 尝试 证 明 对 一 切 正 数 数 л, KDOR 


4 一 








Wij 
— 1- (dia 3 14 c, l,l1a3. 
[Varat dp (P-D -Ftal *t3l7 t 
[V n yatti бз, --1=[:+-1+-1]=+1 
2^" < 3 4 2 2 2 


从 而 ,有 te nas l)«ted 


——— 07 ] 一 - ] ] 
X (ev tetty < Vn 4 y S +i < 1+]1, 


2 2 
ш атая 1 Мав] 
综 上 所 述 ，- <а<су. 
例 9 实数 满足 
а 1. © 
求证 :x 为 无 理 数 ， 


di ER retl Ér ABRE tl Mix} =0.0< 
т, ај HREN SORR. 
Bri x 不 为 整数 但 为 有 理 数 , 设 <= 地 (psg) =1,р>0. 


(j ) 著 0<g<p, 则 0<- <1,p= grr k HË S=1,0=r=q—- 


xb 12 = 
i 4 ‚ 1» 

Bi(p,q) 2 1,BK prp + P MEREEN SOR. 

( ii HS q«0, Elgi e pill - Le <0, P = -~ q +r, ŠE O < 
r< - q - 1, R = -s+ 一 , -1 二 一 <0, 所 以 

g q 4 

[zl til lt (sl) 
TERR SOKK. 

同 理 可 知 , 车 1g1 > рН (а | 六 | 1 


综 上 所 述 , 满 足 中 的 实数 x DALEK. 
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лїї— mo 
1 


хъ = = [|+ 1+1 


1 
x X 
为 整数 , 令 T = (ЕЖЕ) Ml 
х? kx + 1 = 0. 
H А=#-4>0,Н]Ш1Ё1:2. 
Ф эз, х= T (k x 4). Ë x ЭЖЕШ, 2-45 
完全 平方 数 , 令 及 一 4= В, 
有 д 2-4. 
ІНІ 3 时 ,两 平方 数 之 差 不 小 于 5,2708. 


1. 解 方程 :[3x +1] =2x - +. 
2. D Rx] -ixi*[x]. 
3.d&g[—-1.7x]-(- 1.7]« 的 整数 有 多 少 个 ? 
4.BGX x] =[y], 求 证 :1x - v! «1. 
5. 解 方程 [x*|]+[x*:]+[x|]=ix)-1. 
6. 设 n>2,n 为 下 整数 ,求证 : 
(љ+1) у rn+l 
4222 120347] 
x^-[x?]s(x-[x]Y 
fE 1 x= п 中 根 的 个 数 . 
з. 解 方程 [ 22] = 9527 
3[z]+2(y-[y])=7, 


a IPT 151) - [y] = 4. 
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10. ХЕ ТЕ SEA + IKUE: 
(Dn +y n+l]! = E án +2]; 
QE x >, | [> 1. 
11. 在 前 1000 p ҖЕП h aji K S, F U JE yÇ 
[2x | 4 14x ] + 16x] 4 18x] 
EIE SEEN ЖЛ? 


2. (11,21, 0989 ] 中 , 合 有 多 少 个 互 不 相同 的 非 负 
1980 ggo t ?+ 19807 '' T 
整数 ? 
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第 十 一 讲 同 Ж 
知识 点 和 方法 述 要 


1 设 向 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ,如 果 两 个 整数 ¿ 与 5 HH m ВАТ 
FERR RHD, MWER m STR, HER a I ХЕ т 同 余 , 记 作 
и = bilmod m). 
ТҮҢ, АЛ, а 13 5 SEES m AEE, ИЕ 
a = b(mod m). 
a = b(mod та = km + БОЕ € Дует | c — b 

Вр - SEXE a d 1.2... m 1,0 m TUB TIBI. 

2. Pli ЛУ 

(1) БУНТ (а= Б) (њой m); 

(2) ЖЕКЕ (а= 5) (то т) b= a( mod mì. 

(3) PRETE a=blmd т), 5 = сткі m), M| ç=c(mod т). 

(4) ПРЕ ЕТ a=b, mod м), аз Бу (тоа т), Ø 

ү £ 05 = b x btmd т) 
ITHE, a= b(mod m)—Əa+E= в (то m). 

(5) RH а= b(mod т), с AES acm bc(mod m). 

HIEL a=b(mod т), се d(mod т) есе м (поа m). 

推论 2 azsb(mod т) а" =b" (mod m). 

3. МЕЕ Н, РАА EERME, IH 
同 余 的 概念 ,性 质 , 结 合 代数 变形 的 技巧 可 以 巧妙 地 解决 个 少 有 有 关 整 
数 问题 ,如 关于 整除 问题 常 可 用 分 解 的 办 法 .将 整数 按 适 当 的 模 数 分 
类 ,区 分 情况 进行 讨论 ,又 两 个 相等 的 数 除 以 任何 正常 数 所 得 的 余数 
必 相 等 ,在 能 选择 适当 的 模 数 ,使 某 两 个 数 取 模 后 不 等 , 则 表 酒 这 两 
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数 决 不 会 相等 . 
用 同 余 处 理 问 题 ,关键 在 于 合理 选择 模 数 ,而 这 应 视 具体 问题 而 
Е. 


py 题 d H 


例 1 求证 :13 | 2529 + 14201, 


证 明 Е 
25 =- 1(mod13), 
故 2529 = (..1)99 =- ](mod 13). 
X 14 = 1010113), 
有 1420! = 155 = (тоа 13). 
Ж, RT 


25291 + 1499 1. | = O(mod 13). 
HI 1312599! + 14290, 
2 a 除 以 5 余 1,6 除 以 5 余 4, 且 o>5, 求 3a~&5 除 以 5 的 
ЖЖ. 
解 ” 依 题 设 ,有 а=1(тойд5),5=4(пюй5), Ж 3a =3(mod5), — b 
= -4fmod 5), 于 是 
3⁄6—- b=3 4=-1 = dmod 5). 
3a — b 除 以 5 所 得 余数 为 4. 
з 证 明 :2903" — 803" - 464" + 261" ( n Jg IE CO n] H 1897 
整数 . 
分 析 注意 到 1897 =?x271, 且 (7,271) =1, W 712903 — 803,71 
464 — 261,2711803 – 261,27112903 - 464, 可 得 
2903° = 803% (mod 7), 
464" = 261° (mod 7), 
803" 2261" (mod 271), 
2903" —464" (mod 271), 
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进而 有 
2903" – 803^ — 464" + 261"=0 (mod 7), 
2903" – 464" — 800" -261"—0 (mod 271), 
Ё 189712903" — 803" — 464" + 261^. 
例 4 试 找 出 最 小 的 正 整数 n, gr Л IR — DOG 888. 
解 ” 注 意 到 a 的 个 位 数 为 8, 可 令 т = 106 +2{ 上 为 正 整 数 )， 
于 是 
п (105 +2)? = 1000% + 600k2 + 120k + 8, 
пэ =: 888 (modl00)— 20k +8 =88 (mod 100) 
<k=4(mod5). 
Ж k= 5т +4( m АЕТ), А] 
n^z600x4' + 120(5т +4) +8=600m +88=888 (mod 1000) 
ЕЕ, m,n 的 最 小 值 分 别 3,192. 为 满足 题 设 要 求 的 最 小 正 整 数 л 为 
192. 
#15 m,n 是 正 整 数 ,证 明 :3”+3”*+1 不 可 能 是 完全 平方 数 . 
ШЕН 因 入 + 入 + 是 奇数 ,者 它 是 一 个 完全 平方 数 , 则 它 是 一 
个 奇数 的 平方 ,被 8 除 余 数 为 1, 因 此 ,有 
3" + 3% = 0 (mod 8), Ф 
但 对 任 一 正 整数 天 
3*5 =1 或 3 (mod 8). 
故 中 不 能 成 立 , 所 以 命题 成 立 . 
例 6 设 x 是 一 个 n 位 数 , 问 ;是 否 总 存在 非 负 整数 y,z, 使 得 
=9 В 10^*!z + 10x + y 是 一 个 完全 平方 数 ? 
Ж 不 一 定 , 取 x=111, 当 ys<9 时 , 因 y.: HAERE, Oz 
t 1130 € у 不 会 成 为 一 个 完全 平方 数 ,各 不 然 , 设 
10#=+110+у= 2 (Е Е), 
Wy = у+6(пюі 8), (D 
y 是 一 个 完全 平方 数 的 个 位 数 , 只 能 是 0,1,4,5,6,9, 其 中 仅 当 y=6 
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Ia TD JETE k AE ie k= 21H J ERO. 
aP =1l116 (mod 10°), 
Į 3:279 (mod 2500), 
IH db A 
P e3 (mod 4). 
这 不 可 能 , 故 回答 是 否定 的 ， 
(7 证 明 : 关 于 m.n 的 方程 
5m^- бтн + 7n = 1987 e 
无 整数 解 . 
分 析 ”如果 对 任意 的 整数 ,方程 的 两 边 对 某 一 特定 的 模 不 同 余 ， 
刘 方 程 岂 然 没有 整数 解 ,如 此 ,可 以 这 方面 作 - -尝试 , 
假设 存在 整数 m,n 满足 作 , 则 由 可 得 
4 + (m - Зп) - 2n? = 1987, @) 
Tak y {Л Ар, АХ m ~ Зп Ар. 
# JAR m В. F BE Am = 0(mod8),( m — Зл) = 1 
(mod8),2n722(mod 8) ,于 是 
4mi+ (m - Зп) -2r z041-22 -l(mod 8), 
fj 198723  (med8), А AA W WH 8 ARR, TA. 
EN JE, Ig T АЖЕН. 
Е CA т, л 21127 -57 i MB. 
WE ОА, ПЗА, H AnPBE 3,5. A 
12"^-5^a0-]"2 -1 (med 4), 
р 12" — 5° 1. 如果 
5" .12" = ], 
nj 5n-12"-5"2(-i)'z1l (med 3), 
nf n HB UE п = 260 ЛЕ), XS 
S _ 12% =- 2" = 2"'5 (mod 5), 
Е m-24k + 2(k AED ERES, TE 
$^ E 12" = (555? _ {12+ 一 (55 " 127^ * 5 (5^ К 122* +!) > l, 
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YE. AE, 1127- 5" 157. 
Bu m=n=1,ġ 12° - 5“ = 7, 
综 上 所 述 , 所 求 最 小 值 为 7. 
例 9 如 图 [1 -1B zs, ВА TE POE 548 0 
ЖЕЛ oz E, {КЛИШЕ Zr dí КЛИ Ж 
动 :第 | 次 移动 一 格 , 第 2 XXE C os on 
次 移动 n 格 ,求证 :不 论 棋 子 连续 移动 多 少 次 ,在 
第 2, 第 4 格 上 总 没有 停 棋 的 可 能 . 
ШЕВА 如 141-1, 设 在 0 号 位 上 的 棋子 连续 
EAT п. ЖЕЕ ТЕ у 3 ; 
чаз Do 


1]+2+3+ +n = 


Ё 11-1 

不 论 连 续 走 和 多少 次 ,棋子 所 在 位 置 应 居所 走 格 数 被 5 除 的 余数 ， 
Fit La uy UC Dag s 除 时 ,余数 不 可 能 为 2 和 4 

HT nz r(mod5),0= r4, Hz. 


alel? = ATED mod 5), 
当 分别 取 0.1,2,3,4 时 ,全 [FL =0,1,3(mod 5) OB 2,8 448 
上 总 没有 停 拱 的 可 能 ， 


一 填空 题 

‚ 230 除 以 9 余数 是 

‚ st 除 以 3, 余数 中 O O 

. 1902" 除 以 17. 余 数 是 ” . 

QUE x= | x 1990 + 2 x 1990 + 3 x 1990 + -+ 1990 x 1990, M x 
8! 


4 `" ә — 


Ж 9 除 的 余数 十 . 
5. 299] 3 PRUE . 


二 、 解 答题 

6. 对 于 十 进 制 整数 N = ma ala, 若 8 | 4a,+2a+ ao, 
求证 :8 | N. 

7. 求证 :对 于 任意 奇数 n, 1201 0200, 32901 + … 200078 8E 
被 n+2 整除 ， 


8. 证 明 : 对 于 正 整数 4, 当 且 仅 当 御 nn 时 ,5 | 1742+344". 

9. 在 数 3000003 中 ,应 把 它 的 百 位 数 袜 和 万 位 数字 0 换 成 什么 
数字 ,才能 使 所 得 的 数 能 被 13 整除 ? 

10. Ж N2 1x 3x5x-- x1997 x 1999 的 末 三 位 数 . 

11， 试 求 一 切 正 整 数 n ,使 得 1986" + 1987" + 19887 + 1989" 的 个 
位 数字 不 是 0. 

12. 如 果 一 个 自然 数 是 素数 ,并 且 任 意 重 排 它 的 数字 后 所 得 的 
数 仍 是 素数 ,那么 这 个 自然 数 岂 做 钨 对 素数 .证 明 : 在 绝对 素数 中 不 
能 含有 多 于 三 个 不 同 的 数字 . 
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第 十 二 讲 ” 圆 的 基本 性 质 


L 图 是 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 集合 .不 在 同一 直线 上 的 
三 个 点 确定 一 个 圆 . 圆 是 轴 对 称 图 形 ,任何 -一 条 直径 都 是 对 称 轴 . [nl 
又 是 以 图 心 为 中 心 的 中 心 对 称 图 形 ， 

2、 重 径 定理 ”垂直 于 束 的 直径 平分 这 条 弦 , 并 且 平 分 弦 也 对 的 
BER. 

推论 1 (суран АЖАТ, H.E AF58 Ëf 
ИЕА ДАШ; (DAAE FARA ЗНА, 3E EDE ^T 52 BOSE WN Ж 
ай; бзр А M НАА, Е EDE 252 ,并 且 平 分 弦 所 对 的 
KRM. 

02 UPPER AH Em mm. 

3. 一 条 弦 所 对 的 圆周 角 等 于 它 所 对 的 贺 心 角 的 一 半 . 

在 同 回 或 等 赔 中 ,等 圆心 角 忆 等 络 党 弦 性 等 强 心 中 ， 

4. 过 AABC 二 顶点 的 图 又 称 ЛАВС ВУНЕ А. 3 pl Hs l ДАВС 
的 外 接 圆 ,有 利于 利用 圆 的 性 质 导 致 有 关 ААВС 0 CES [B] ШИ РЕА. 


例 题 精 iH 


例 1 直径 А4: ШОО 分 成 两 个 半圆 ,再 把 其 中 一 个 半 轴 分 成 
„ЁШ А A, ` AA" AsAs ` AA dads’ HX A,A, 22 042、043 于 
点 M N RE Ad 和 ММ 长 度 之 和 等 二 加 的 半径 . 

证 明 如 图 12-1, 连 0 AA, МА. А»Аз.Я AgAs АА 
AWA AA = As As EZ ALMA, = Z ОМА = 7704543 = Z AAM, EX 
A M= A,À; = АА. FEDW A A.A M 为 平行 四 边 形 , 可 得 
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МАЗАМ = AAM = 36°. MA, = АА = 
Аз Ах, BE If] TE A MA;O = L АМА = 36°, RTT 
MN = Nda, MA, = МО = ON PFE 

Asd; + MN = ON + МАз = ОА. 

例 2 如 网 12-2,48 БООВ, s 


CD | AB, ZF G, E f ү, L, HR AE 5 CD 


CF АЁ E" 
XT FO ac CERE: AB- CD =2AE: CF. 


分 析 AB: CD -2AE: СЕ 
1 
f EG = 5 
АВ " ECG = AE Ы CF 
f CF AF 
ЄСЄ AG 
АВ АҒ 


AE АС 
fl 
AAGF ~ AAEB 
(连结 BE) 
5873 如 图 12-3,4B ЖОО 的 直径 , 半 
í 0C | 全 ,过 OC 的 中 点 D 作 RF/ AB R Z NU: 


EEN, 


CD 









WF: ZABE = > CBE. 4 
4 ОС] AB,EF // AB 
DÀ OC 中 点 
| 

EF ҰЯ ОС 0-3 

连结 OE EC | 

OE = EÇ 
Jj 
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AOCE Wik НОВ BOE = 150 
ü | ОВ = OK 
ДЕНЕ SZ CORSXP АВЕ = 15 
jJ 
ZABE = 3 Z CBE 
例 4 如 图 12-4, 过 请 4BCD АЙКА Е, 


fE— I8 ^r EJ3E AB ACAD "FEL FG IRE: AF NS ^ 





“АС = AE* AB + AC: Ар. 
4m 设想 B C 
AF(? +?)  AE- AB + AG: AD, 
尝试 在 AC bXX— = М, АПАЛ 

АРАМ = AC- AD 





= ДАРС ЛАРИ. 
为 此 ,可 必 一 4D = 一 1F6. 余 下 的 须 证 明 ， 
AF: MC = ÁE- АВ 
fl Cp = АВ 
AF CD 
AE CM 
ft 


AAEF — АСЫМ 


| | АСЕ + Z AEF = 180 
ZEAF= ZD АЕР = DMC ol- / ACF = Z АМР 
2 DMC + Z AMD = 180 
$95 如 图 12-5, 在 梯形 ABCD F, AB // CD, Z АВС = ЮР, | 
AD PAIRA BC T E. ЖИЕ: 
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(1) AB* DE + BE: AE = BC: AE. 

(2) BE' DE = CD: АЕ. 

分 析 一 (DA AD HEA, CZ AED = ЖР, X 
Z ABC 29,8 IL + Z2= 724 7329, I 
-/73.X7C€27Bz-9P,.BIVA AECD ^ ЛАВЕ, В 





EC DE 
AB ` =p РЖ 
AB: DE = AE* ЕС = AE( BC - BE) 
= АЕ' BC — АЕ- BE, 12-5 
故 AB: DE + BE: АЁ = BC: AE. 
AE _ ВЕ 
(DA AECD—. ЛАВЕ, BU EU CD" ,Bl BE- DE = CD- AE. 
— DE, BE ВС 
分 析 一 Шер * AB АВ’ 
e РЕ BE CD 
SAE AB АВ 
于 是 ,可 构 作 一 元 二 次 方程 
; BC CD _ 
x AB? + AB =Ü. (1) 


ЖЕЙЕШЕВД ЭЕ а ЯО НЯ, QUILT. 


由 AECD ^ ЛАВЕ, 74948 Bl AB: CD - ВЕ CE = 0, К, 


ВЕ ` =D’ 
有 


(БЕ p _ 88. BE CD 
АВ ` AB 
人 CD  BE-CE 
ДЕ BE - ВС) + am = AB – 4R? 


ia- 可 CE) = 0. 
X ALS АЕ 是 方程 中 的 根 . ПРУ РЕ РЕЛЙ. 


M E4000 FPES E24, AB. CD 00 MARZ, AB. CD 
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的 长 分 别 是 方程 
х? (443 +4) + 1643 =0 

的 两 根 ,其 中 AB > CD, H AB// COD, 求 AB 5 CD ARER, 

B ”由 方程 

x^ - (443 4)x 164/320 

解 得 两 根 x = 443,25 = 4, 因 ABL CD 为 方程 两 4 
R, H AB > CD, fk AB- 443, CD = A. fE OF |. 
CD ^F F.H AB // CD kt OF | AB, SR RUN E. 

СЕ АВ, Єр 位 于 圆心 EHE] M Cin 12 
-6), 则 AB.CD RIERA EF = OF Ов, 80-6 


OD .OB , OD = OB = r=4, DF = CD -2, BE 





= АВ = 2/3, BID 
OF =V 00? - РР - € X «245, 
OE =y ОВ? – BE? =y 4 (24322. 





可 得 EFz243.-2. B 12-7 
(DŻ AB. CD 位 于 圆心 о BM CREE 12 - 7), Nl] AB. CD fS] 
的 距离 为 


EF = OE + OF 2243 + 2. 

例 7 一 个 机 器 零件 的 形状 是 一 个 有 缺口 的 图 (如 图 12 - 8) ,这 
^^ [Bl g2E £8 de SÜcm, AB 的 长 度 是 бет, BC ВО Зот, АВС = 
90P , 求 В SEGER. 
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&3 WA ]2-О,+ A] 0.YkE AC, SEIT AB 27:20 J'D ik ОА. 
(p. OE | ACLOF | AB EIL EF. 


(E RAABE th. AC = 6 P 2 2 mn), AE = ; AC = TO 


a-—-- 


(em). KE RLAAOE th, OE = V e 50): ION =). 1((ста), 


AE |] 
lan," AOE = OEC 


Ж CD, BDC = Z A0E = + 4c Ë n ВОС = Tdi BC = 2 
{em) ,得 BD = 4сп), РЈ AD = АЙ + BD = lO( cem), DF = 5( cem), BF 
= |( cm). B 

ОЕ? = OA? АЕ? = ( 50) – 5 = 25( cem) 

à | OB-X OF + ВЕ =v 26{ сп). 


由 为 所 求 . 

$48 如 图 12-10,48= BC= CA=AD,AH 0 
1 Єр, ŒE e» САН ТР, Н AP: BD = ^ 
1, 求 AB 的 长 . 


EOM AAB= AC = АР, ШЫГЫ А АЙ LAB. ` 
УРЕ HI p. GC. D 2ТЕ ОА L.H АВ 
= BC = CA XI ААВС H XH LE, Z BAC = 


G. BDC => Z BAC = З. 1 СР | BC, 故 B] 12- 10 


Z АСР = Z ВСР - Z АСВ = ЎР – ӨР = ЗОР. 
T hk Z ADC = CA М CA =2 CBD, AC = AD. AH | CD, 99 


Z CBD = Z PAC Sy CAD. HR AACP — ABDC f| a - ac BJ 





АВ? = ac. BC = АР+ BD = 1. 
二 得 AB - 1. 
Bo it P.Q 为 线段 所 上 两 定点 ,县 BP = CO. A 为 BC 外 -…… 
zpe.id А ES PIE ВАР = Z САО 时 ,AABC 是 什么 三 角形 ? 试 
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证 明 你 的 结论 ， 
解 ” 邵 图 2-11, f AABC 的 外 接 图 , H 
АР „АО 交 该 国 于 DD、 上 ,连结 BD., CE. [ÑZ BAP = 


г“ САО л BD = СЕ. 于 是 DEC = ВРЕ, Z CRD = 
Z ВСЕ. У. ВР = СО, ABPD ACOE , f 2 BDP 
= СЕО, АВ = AC, AABC 为 等 腰 二 角形 . 


一 .填空 题 
1. ПЕ, ЛАВС Ф, AB = 8, AC = 6, W АСУ R £ ИЗ Z A 的 
ЭШ F E, D 为 BC 的 中 点 . 则 DE = . 





жаю) (第 2 题 ) 


2. ME], 2 AB 的 长 等 于 加 0 的 半径 ,如 果 С 是 4mB8 上 任意 一 
i I sin C = 

3. 如 图 ,在 AABC Ç. ZA 2 700,0 O S AABC BJ = Br ACRES 
2E КНЕ, lJ ВОС = 


A 
. C 
Е 
' M Á О В 
В C 


(35 3D GB 4 ED 89 


4. 如 图 , AR 是 半圆 0 Н, AZM = 
20, СВ = 40, ВОС = 

5. ШЕ, ЖЮ AMND 的 边 500 H., p EE 
AB =4, BC 26, DE =3, AD - 1, I] CO 0 的 半径 4 
É = | 

一 解答 是 (28 580) 

6. SIE, AB EE CO O IP] L sk CD LAB, EEA PLE AF % Ср 
F EGRE: AD? = AE: AF. 

7. ОО Ч, AB 53% CD EE P, H. AB | CD, 求 还 : РА? + 
РВ? + PC + PD2 3) - 定 值 . 











(第 6 题 ) (第 8 题 ) 


8， 如 图 , AB ROO 的 直径 ,半径 OC АВ. DN AC БАТ, Е 
№15 BD 上 一 点 , 且 BE = Ар. ЖЕ: ACDE ЖЕН Н — 1870. 

9. 如 图 ,所 0 中, 平 径 0С АХ АВ, CD. CE 559156 AB F 
F GRIE: CF: CD = CG: CE. 





(9980) C$ 10 88) 
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10. ШЕ, 0 Ф, AC | BD, X. OE | CD T E, RIE: OE = 


1 
> AB. 


11. 如 图 , P 是 等 边 A4BC 外 接 圆 的 BC 上 的 任意 一 点 ,AP Ж ВС 
F Р.Е. РА? = AC? + PB: PC. 
А 





(第 11 题 ) GR 12 题 ) 
12. 如 图 ,一 个 工件 的 直径 为 D, 可 以 用 卡尺 在 工 性 上 量 得 弓形 
ШКЕ 1 马 形 高 ,就 可 以 用 下 面 公 式 计算 工 件 的 直径 D: D = 


2 
KEA ,这 是 什么 道理 ? 
若 量 得 1 = 220mm, А = SOmm,K D. 


13. Æ AABC P, AB = AC, D 是 底 边 BC 上 一 点 ,上 5 为 绪 段 4D 上 
— RZ BED=2Z CED = ZA, KWE: BD = 2CD. 
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第 十 三 讲 ” 圆 内 接 四 边 形 .四 点 共 圆 
A] iR m A 73 Ж x € 


1. HR—T 2 VUE iC EE RI T n) F, K 6355 J n 
做 圆 内 接 多 边 形 , 这 个 图 叫 艇 这 个 多 边 形 的 外 接 圆 ,我们 研究 比较 多 
АЈА рК. 

2. BLEEP EJ Н.Ж, АНТЕ РЕА 
xH. 

3. ҖИ ЕШ UWE ABCD 内 接 于 图 , 则 АС, Вр = AR- 
CD + AD ВС. 

证 明 АПР 13 - 1,fE2 ВАМ = Z CAD, AM 
5 BD T М, / ABD = ZACD, E. AABM o 


MCD, A Sa - АЕ, HI Ab- CD = AC- BM. H 


Z MAD = Z ВАС, X Z ADM = Z ACB РИ ЛАРМ gi 


чув AD Аб epe 2 4n. 
A ЛАСВ, BITES = о, В AD- ВС = AC- РМ. 所 
M F 13-1 





AD: BC + AB- CD = (DM + BM)* AC = AC- ВР. 

ЛА xg F UT LA fra] 1ДЕ Hi P Bl As ЛУ! [B| PE EG IU TEL > [a] 
ài. 

4, HEFE F pua ox dela (Вр de Fe] — |8178) E PST ЖЕШ. 

CL SIR VALE PADRE fÉ Got se ВБА ЕЕ BJ AST 8 , D pu 
X JE И T 92 x Hz [3 

(2 有 公共 底 边 及 硕 点 芷 会 共 边 的 同 侧 的 两 个 -二 角形 的 项 前 相 
Зр, MES T T EPI UE FTM ДЕ]. 
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BEI 如 图 13-2 正方 形 ABCD 内 接 于 @0,P R AD EHE XE— 
‚Жие PLE PC effi 
分 析 注意 到 点 P 的 任意 性 , 当 点 PHA, 


рані, РЫ PC = ,为 此 ,猜测 题 中 所 


b EB E. 

延长 PC Æ Е,Й СЕ = РА, Ш PE = PA + 
PC, H. Z ВСЕ = Z ВАР, BC = AB, 有 ABCE ^ 
ABAP, 可 得 BP = ВЕ, АВР = Z CBE. ТЯ 
Z РВЕ = Z ABC = ЖР, ЛАРВЕ 为 等 腰 直 角 三 角形 .于 是 


PA PC РЕ р 
РВ Ph `” 


12 如 图 13-3, VUXDE ABCD РИ T B, AC. BD SET MB. 
AC | BD,E dE CD фа, 0H | AB 于 日 , 求 计 : EM | AB, OH = ME. 

证 明 ЖЕ EM ZAR FF. H BDL 
AC.CE = ED, EM = ЕС, Z2 = 73, 
XZ71272,742 Z5, B ZA А Z3 AÁ 
+ 7/5290, B МЕА = ЖР, RT AL EM | ' 
AB. 

连接 ИН, OE, ЖЯ Н jJ AB 的 中 
点 .合理 EM | CD. X. OE 1 CD HM / 
ОЕ. ЕМ // ОН. 于 是 四 边 形 OHME 图 13-3 








图 13-2 
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是 平行 四 边 形 ,有 OH = ME. 


例 3 ШШ 13-4, C A BL PIE PUDE. ABCD ВЛАВ 和 DC АЕ 
长 线 父 于 M, AD 和 和 BC HERAT N, MH, NE 5r 8| q AAMD 和 


AANB 的 吉平 分 线 . 求 证 : EH // BD. 
分 析 EH // BD 
ЇЇ 
АЕ _ АН 


EB ^ HD 
NE ЛУ ANB f| f МН FAZ AMD 


БАМ V ДАМС. ADMB 
Ac f 


(连结 AC) 
Z CAM = Z BDM 
Z AMC = Z DMB 


@J4 ШЕ 13—5, RE  АВСР 中 , AD A 
BC P RALIS 0, JÉ PORS 内 接 于 梯形 
ABCD, 顶点 Р.О. R.S 分 别 在 AB. BC, CD, DA 


上 .证 明 ; Q .S.0 = JE. 


uEBg ”如 图 13-5, 设 M.N 分别 是 A48 . CD 
的 中 点 ,连结 MN, 则 MN A RC. iB PR QS Ж 
ЗУХ, X 3€ MN 上 .连结 0M .ON.OP .OR, 作 








FE 13-5 


КТ ВС % AB РТ. PX = XR, PH = MT = RN, Z ОМР = Z ONR 
= 00 LEE REAOMP 2 REAONR ,有 ОР = ОВ, OX EHYA PR ,于 是 


0.5.0 三 点 共 线 . 
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例 5 如 图 13-6, 在 区 周 内 部 有 一 凸 下 边 形 ,其 边 的 延长 线 交 
圆周 于 点 A AA nB B5, Ci. C, D D, МЕЙН: A B. = В,С, = 
C1 D; - D Aj JER EC АА. В, В. Ci Ca. Di D, 所 围 成 的 四 边 形 是 
AA BE TUE. 

WERA 1498 А,В, 所 对 弧 的 度数 为 a, 则 „л 
Bi Ca, Ci Da, D. A; 所 对 强 的 度数 也 为 a ,于 是 

Z ABC = 180 — (Z 1 + 72) 


l ~ ^ 
m _ 1 
180 = 7 CAB, + A B) 





] ~ 
18P— (а + A, B.) 


1 ~ 
同 理 АРС 180 - 7 (a + ср). 
于 是 ,有 
] 一 一 
Z ABC + Z ADC = 36Р - (2a + 4 p, t C, Dj) 


l, 一 一 
=36P-a- y (4 gt CD 


= 36Р — a - у (360 - 2а) 

= 180. 
所 以 ,直线 АА. В.В. СС. D, D, Br E] ДЕ ПЛ PU 30 E E: D] q HE pu 13 
X. 

例 6 ЯШ 13-7, (Е AABC R. AB = 4C. 任 意 延 长 CA E Р, 8. 
延长 AB 至 0, 使 AP = ВО. ЖИЕ: AABC ЕО УА. Р.О 
AE. 

证 明 ”连结 04,08 .OC.OP ,OQ. [Ñ AB = АС, OB = OC, Bx ОА 
是 OC X43838, Z OAB = Z OAC Ti Z ОАВ = Z ОВА, T h: Z OAC = 
Z ОВА ,进而 有 OAP = Z ОВО, X. ОА = ОВ, AP = ВО, Ў ЛОАР „2 
AOBQ ,有 APO = Z ВОО. PR, O .4.P.0 四 点 共 圆 ， 
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ËJ 13-7 图 13. g 
例 7 {ТН ABCD 的 BC i ERRARE. FE I F BEBE 
近 , 恕 果 ВАЕ = Z CDF , HZ EAF = Z FDE НҢ: A FAC = Z EDB. 
ШАҢ АКАР = ИКРЕ, A.D. F. E ЗЕ (ДИ I3- 


8). HA EAD + Z EFD = 180, У. 
Z BAD = Z BAD + Z FAD, 
Z РСВ = Z DFE — Z СРЕ, 
É ВАЕ = Z CDF , EE Z BAD + Z ВСР = 180.1 A. B.C. D 四 点 
Н, БТ 
Z BDE = Z BDC ~ Z EDC = Z BAG – Z RAF = Z FAC. 
@ 8 ШЕ 13-9, MBC 中 , AB = AC, 
是 BC 边 上 任意 一 点 ,C Ж G 点 关于 直线 
AD 的 对 称 点 , CB 53 AD 相交 于 点 Р. 试问 ; 当 
5H D f£ BC( BC 中 点 除外 ) 上 运动 时 , AD. АР O 


的 值 有 有 何 变 化 ?并 予以 证 明 . Ba C 
E 因 AR = АС, Z ABC S Z/C, щш, С, Р 
"ek С {1 АР К, АВР = АСР, 图 13-9 


Al A.C,.B.D VIRES]. 13 РВС = Z C AP. 

AZC AP = Z CAP LLL РВС = ZPAC, C. A.B P OARD. TE 
ДАРВ = Z ACB = Z ABD, Н} AABD ~ ДАРВ, ETH А0 = 48 al 
AD* AP = AB" 118). 


А by ! 1 
- " і Г * + ` = а * Б a —ə— — = 
О 在 AARC PF, ZA: ZB: С=1:2:4, KiE: 3; * 46 
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J 1 1 buc 
AM p+ AG gc Pa us, 
SAB BC + АС BC = AB: AC. D / ^ 
ОН, Н BS НУС Ж E PB. ОЙЫ | ` Í; 
AABC IF P ED ЖЕ К BD, (E BD = BC( 如 图 у, 
13-100, BC = BD, XN Ai Biz С dihs з” 


4,lt 4C = CD, AD = АСВ, 8 Z CAD = С, 图 13-10 
AC = CD. 

AC BD + BC* AD = АВ, CD, 
B] AB: BC + AC* BC = АВ АС. 


| 


1. 己 知 圆 内 接 四 边 形 ABCE Y , AE = CE, AB = AC, AE. BC B) HE 
长 线 交 于 也 ,求证 : (1) ED = EB;(2)CD2 = AE: AD. 


2. 如 图 ,已 却 图 内 接 四 边 素 ABCD 中 AB 4 
AINS 


= AD, M У ВСТР, N S СРЕ, AM а 


交 BC T EAN & CD + F RNE: EF // BD. N O N 
3. EE IE] {ЕЁ P Б ABCD Ф, АЕ: Вр NZ 
M А 






T E,DF | АС T F RUE: EF ВС. 
4.C D.E. F 分 别 是 A4BC BJ AC. CB C 
HI BATARA, АР 基 高 ,求证 :四 边 形 EFDP (2%) 
АУМ. 
S. EPAI ABCD РУЖА ВЕ НРО д, ОЕ. ОЕ. 
ОСОН 分 别 是 点 0 $| AB, BC, CD 1 DA HIES, KF; Ч 
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EFGHVJ EET |. 

6. P AU ABCD H:, BC = DC, AC Fh Z ВАР, AB = а, 
AD = b, Ñ] a 5 b КАВА RUE LXX TUI DÉE — EH P REBI? 
须 说 明理 由 . 

7. ЖУ) ААВС 中 ,DE 分别 是 BC、Ch 边 上 N 


的 点 , 且 BD- СЕ =- Ср. Ж BE.AD 交 于 点 


2 

P ,uEBH: CP | AD. 

8. CI = fB JÉ ABC Ч, АВС < ZACB, À 
BD ‚СЕ ZAFAR KHE: СЕ < BD. У 

9. E XI SE EE 9 АВС, АВ = АС, AD Ж Š 
HT BC TD A, РЕЖ ЕТАС ТЕ А, Е É (第 10 EB) 
DE 的 中 点 ,求证 : AF BE. 

10. 如 图 , NS OO ЮВ, 54 AB | №, Н NS T M, P A 


ANB 上 异 于 NN 的 一 点 , PS 3E AB FR, PM 的 延长 线 交 @@0 FO, R 
uE: RS > МО. 

11. 旭 图 ,已 知 0 是 锐角 三 角形 ABC 的 外 接 
ИЕС, ВЕ. СЕ HAC AB ЛЕЕ, ELE RE E. 
F HF AB. AC HER, EEX С.Н, ЕС. ЕН 
HFK., 

(1 ) 试 证 明 :4 ,天 ,D 三 点 共 线 . 

(2) AK = КО,Ж ZA. 

12. ДАВС th, М 5 АС 中 点 , BH | AC, ERE (第 11 BD 
HAP CO ЛЯНЕ О B I 2 EE P.O. 

ЖЕ: HM LPLO 四 点 共 圆 . 








98 


第 十 四 讲 ” 圆 的 切线 、 圆 的 外 切 多 边 形 


知识 点 和 方法 x 要 


1. 直线 与 圆 有 二 种 位 置 关系 , 设 圆 的 半径 为 n. Ae O 到 直线 
# RERA d, W 
直线 £ 与 中 0 相交 dd < r; 
直线 £ Боо а= r; 
HE г БОО IHR — d > r. 
2. 圆 的 切线 的 判定 定理 РЈУ НАТ 
ES B 26 A: PA IET 
加 的 切线 的 性 质 定 理 图 的 切线 垂直 于 经 过 切 点 的 半径 . 
3. 切线 长 定理 ”从 圆 外 一 点 引 加 的 两 条 切线 ,它们 的 切线 长 相 
等 ,圆心 和 这 点 的 连 线 平 分 两 条 切线 的 光 角 . 
4. 顶点 在 圆 上 ,一边 和 图 相交 ААН АЯН mj 0952 tJ 
fü. 
(1) RAET t role p PDF RS A 8. 
(2) Ж ЖАЗЕЛ И MEMAR 36 xx 1 25 0] Ro. 
5. CD) RI f JÉ т Л ЖЕНЫ ШИИ Rer — £8 JE ES yq HJ EST , pq UJ [Bl 
的 圆心 叫做 二 角形 的 内 心 k t ЕА АУРЫ — T8 Ж. 
Tn DEBE ELSE JUR ni d Л Ж BUTS UIS] X E 
ПЖ [oa] ЈУ D Ж И. 
(2) AEEA DS = fa JEF 4r 2R 2643, Ж XI TRES SET 4 SJ 
HEt. 
(3) АЈКУЛЕ ЕП ARA RE., 
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DJ m A Ui 


例 1 如 图 14-1,48 жоо 的 直径 ,BC 是 切线 ,B EULA, 55 
AD "F fr OC. 

(DRIE: DC GO O 的 切线 ; 

(2) F00 的 半径 为 R,CD 55 BA 的 
延长 线 交 于 五 ,BC = ABE AE 的 长 ， 

解 (1) ШР 14-1,[Е] АР// OC , 1 
= 14,2 = 23. У. ОА = OD,n]f8 1-2 Z2, | 
因此 一 3 = 4. 注意 到 ОВ = ОР, OC 公共 ,所 
I A ОВС — A ОРС. T Ë ZODC = £ ОВС = 14-1 
F,R OD.| CD. CD RO O 的 切线 . 

(2) 因 BC = AB- 2R, ER 


ОС =} ОВ? + BC? = RP + (2RY =4{5 В. 
连结 Вр, OC ГЕ. BD | OC, OB^ = OF: OC, 可 得 





245 AD AE 
进而 可 知 AD-220F--- 5 Е.с = po PA 
245 
5 К AE 


[SR AE+R' 








解 得 AE = 2 В 
例 2 如 图 14-2,D IE ABC REL AC E— S, AD: РС= 2:1, 
ZC = 45, Z ADB = ӨР. ЖЛЕ: BC 是 和 ABCD 的 外 接 圆 0 PUER. 
分 析 连结 OB , 欲 证 AB ROO PUER, HF OB. АВ. 
延长 BO ZOO FE JEt OC, OE, CE, OD. iE XS 2 АСВ = 
100 


45 .可知 BOD = 90^. BB OD.| BE, 于 是 只 需 证 OD 4. 

ГАВ. AD: DC = 2:1, 这 启发 我 们 转 而 尝试 POM 
证 机 BF: FC = 2:1. RINE BECD Va ET (20, 
Z СЕВ = Z АРВ = ӨР, u) RIZ CBE 230,8 OF = 


了 BF. 所 以 剩 下 的 只 是 需要 证 明 ОЁ = FC, 这 一 点 


不 难 办 到 ! 事实 上 ,一 BOC = 2 ВЕС = i20 ,可 得 
Z ЕОС = 120° – % = 300, fi OB = ОС, / BCO = 
Æ ӨВС = 30°. B LZ КӨС = Z ЕСО, В) OF = ЕС. 
例 3 如 图 14-3, PA PRAWEGO ТА, 
ВН, PC HE 
AB: PB - AC- PC = AB: PC - AC* PB, 
Я AP i РС, Z РАВ - 27 ВРС, АСВ. 








Жж ШЕ, п 
(AB + AC)( PB - PC) =0, 
即 РВ = РС. 14-2 
X PA PR ЖИЙ O 的 切线 ,有 PA = PB. F Ë: 
PA = PB = РС, 


МЛЯ A.B.C TAEL P ЭИУ, PA ЁТЕДИ С. 
ER Р, Z ACB = а, АРВ = 20, Z ВРС 29 – 2а. 
[A Z PAR =2⁄ ВРС = 180 — 42°, 
Z РАВ = Z РВА = > (180 - АРВ) = 
ОО -а, 
FE J 180° – 4а = ЖР – a, 
得 а = 30. А Z АСВ = ЗОР. 
#14 EA ВЕ, СЕ S AABC 的 两 条 高 ,D “ 
ЖЖ ЙИШ RE; A0 1 ЕЕ. 4—4 
分 析 如 图 14~4, 过 4 TEC О ВЛ АТ, 
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WA TA | Ол. ЖЕ АО | EF, На EF// TA. | BE. CF 322 ABC 
的 高 ,可 期 人 BEC = Z ВЕС 90, B.C. E. F PB A JEDE E. АВС 
= Z AEF. М ТАС = Z ABC IZ AEF = Z TAC RT I EF / ТА. 

Hs E NHIO0 EZ ABC АУРА, it 
A.C BJ DER AE T B E, BC B 75 AB 
T DEBE: DE/ BC. 

分 析 din 14-5. 

DE // BC 
ff Bc 1 ор 
DE | OD 14-5 
AE 为 种 下 的 切线 


04 | АЕ 
O.D.A.E 四 点 共 圆 


_ Т _ 
| | 
0,D,A,C PU HEB, O0, C, E,A WAER 


1 1 

Z ADC = 22 В = Z АОС, Z ОАЕ + Z ОСЕ = 1980. 

6 以 一 底 角 为 67.58] SEHR ЈЕ ABCD 
Н] — E BC AFR, К AB T E. Ні 
与 另 一 采 AD ҖИТМИ, BE: AE. 

解 lk 14-6,Ж1д ОМ. ОЕ. МЕ, 1 
-42227326.5,8] А OE Z АР. Ар 5 4 
QO UT М.Ж 0M | AD. Ж, OE | OM, 
^ OME JERAM AÉ, 2 MEO = 45, 

4= 180° - (Z МЕО + 21) = 180 — (45° + 67.5) = 67. 5°. 
Т2 13 74, ХАМЕ 2 BOE ,所 以 








14-6 
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— шж —— Ó — — —A — 
. aa 


AE ME ` J> 
例 7 如 图 14 — 7, ABC 的 内 心志 内 切 圆 
ЗИ BC.CA FA D. E. WR BI OE DE T G, 
ЖЕ; АС | BG. 
证 明 连结 47.010.1С.1Е, IS] 1 5 ААВС 
内 心 ,有 
ДАРВ = 180 – (Z IAB + ZIBA) 14-7 





= I8CP 一 y (Z BAC + Z ABC) 
= 180° - + (180 - АСВ) 


=90 + Z AGB. (D 
E D| BC. IE_| АЕ, ШС = Z IC = ЖР, D.E 4E IC S 
ТЕПЕ К, ЮЕ = Z СЕ = l “АСВ. 于 是 


2 
LBDE = Z BDI + Z IDE =9 + > Z ACB. (9) 
HO, 018 Z АВ = Z ВОС. X. Z ABI = Z СВІ, Br UA A ABI — 
A BGD ,有 
AB _ ВС 
ВІ ` Вр 


Буй н] 1& A ABG «s A IBD. [N Z ВІН = 90, $ АСВ = 90, В АС | 
BG. 

З TEAABC 中 ,CH 为 高 ,是 、$ 分 别 是 全 ACH 和 会 BCH 的 内 
切 图 与 CH ВУ). 4; АВ = 1998, АС = 1997, BC = 1996, 试 求 RS 的 
K. 

解 ” 如 图 14- SPA ABC 的 三 边 ВС, СА. AB 分 别 为 a,$,e， 
CH = h, AH = х, BH = y ,两 内 切 半 径 分 别 为 nr, 于 是 

RS = I RH - SHI=|r - nl. 1) 
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| 到 b= АС = АР + РС = АТ + RG = (x— ri) + 
(h — ri), 


Di ns h- b). C2) 





同 更 = yU +h a). @ 
н, 0,019 4 - 8 
RS = 1r rdc вА B) yrs À-a)l 


= (х-у)+(а—5)1. 出 
国 CHIAR, A 
进而 ,得 xy 2 a 
ar E b - а? _ b° — a° š 
和 有 roys A. 7 vc © 
ОИК А 19 
"4 _ „7? ' 
(sy [e (a b) = 55 а Важ el 
o. _ | | 
= >Z 199g X. 1997 - 19961 | 1996 + 1997 — 1998 | 
_ 665 
- 1332 


$19. СЯЦА ABCD 中 , AB + CD = 
АР + BC. RE: ОШ) ABCD REB 3F3J u 
XE. 

Э VEOO S AB.AD.DC 三 边 相 切 
(如 图 14 - 9). 

RE ВС oR5S3O00qpg Mit C TE CR 5 14-9 
ООЖ), 3 AB РА, ЈК ADCB' 300 的 外 切 四 边 形 ,有 

АВ’ + РС= AD + B'C, 





内 AB 4 DC = AD + BC, 


故 AB' - AR = В'С- ВС, 
可 得 |АВ'-АВ\-|ВС-ВС|. 
Н I BR' | =| R'C- BCI. 


这 表明 和 全 BB'C Чн STA — 3, HAT. AE, ВС 50 
相 切 ,四边形 ABCD 是 加 外 切 四 边 形 . 


一 .填空 题 
1. Bf 169 /2en 的 等 腰 梯 形 外 切 于 直径 为 13em ИЙ, ШЕЕ 


形 中 较 小 的 底 角 的 度数 是 . 
2. 如 图 ,半圆 0 的 直径 在 梯形 ABCD 的 底 边 AB Е, НУКА 
X! AD. DC , CB ЖИЛ], # BC =2, DA = 3, Ш AB 的 长 等 于 . 


A D 
Ü С Е 
A N 
4 a 
B 5 (C 
CB 2D) (38 3 81) 


3, 如 图 ,正方 形 ABCD Н, BC 为 半圆 О 的 直径 , AE 切中 0 于 
Б, CD FE, M] DKE:AE=- . ` 

4. 如 图 ,四 这 形 ABCD КЮРЕ OO, M NE, ЕЗУ ДЕШ ДЫ, АР 
=5, CE =3, AC 5 MN T P,W] AP: PC = 

二 .解答 题 

5. 如 图 , AB COO 的 直径 , DB IOO TF B, F 为 BD 上 一 点 ， 
DA „КА ТРОО FC, E. RE: Z ECF = Z ЕРЕ. 

[05 





C 
F 
EI D B 
EN 
(Ж 4 RID) B 5 d) 


6. ШЕ. M. P 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 4 
BC CD 上 ,PH 与 以 AB ЭКЕНИ НЫР T. Ж 
Ë: PA 5j MA 4r 346 XE fX; BD F O.N. WER: E 
WE PONMC WÈT. 

7. VEA ABC 为 锐角 二 角形 ,过 A BCEA Ë 
分 别 作 和 全 ABC SMR MAHER, EE А ex MUSE C 后 的 
切线 分 别 与 过 B ugs MTM GN A. ТЕ 
A. ABC 的 高 BP ,PP Ў. КИЕ: В BP 平分 MPN. 

8. 如 图 , 04.08 XO C 的 切线 ,4、B л, М.М 分 别 是 ОА, 
ОВ 中 点 ,了 ES MN F— 8, PQ WOC РО, ЖИЕ: PQ = PO. 








(38 8 BD ($ 0 ER) 
9. $E], ОО EA ABC AHE, UI RAE RII D.E.F. ALB, Ul 


OO FH, DIE AC. BC ҒА. В,, 25А, В,С 的 周 长 为 8,C 是 EDF 
上 任意 一 点 ,lan 忆 BCF = 5 ROO 的 半径 


10. Ж ABCD 的 内 切 圆 0 与 各 边 分 别 切 于 天 .PC 用, 在 EF 
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5 CR 上 分 别 作 Q@O 的 切线 交 AB TM, X BC 于 NN, 交 CD T P , Z 
DA T+ QR HE: MO АР. 

11. JR K Wr FREE 200 米 的 两 条 笔 自 大 道 同 向 行走 ,上 的 速度 
为 每 秒 3 米 , 的 速度 为 每 秒 1 米 , 存 距 两 条 踏 等 距离 的 某 钼 有 一 座 
高 大 的 直径 为 100 米 的 圆 形 建筑 , 当 首 次 和 的 帘 线 被 此 建筑 朱 
住 时 .他 们 之 辣 相 距 200 K, > à 秒 后 /和 再 次 能 看 见 ,如 果 把 1/ 
写成 最 简 分 丈 ,于 么 分 子 与 分 尽 的 和 为 密 少 ? 

12. CHAZA тоо ВА, Н Р | m. M Em e PL E 
AAA, BEOOR AC. BD, C.D je Ua. Ku: 

(1)2 А,В ТЕН M BEM, H AM > BM,AC- BD = AB 有 时,# 与 
(00 ЖШ}; 

(DË А,В 46,8 M В, Н AC + BD = AB 时 ,# 500 相 切 . 
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第 十 五 讲 BAA 


І. 设 太 贺 半 径 为 Ry EFRA r, PAARE OREA d, M 
а> R + res; 
d = R + геи; 
R -— r< d<BRBR+r АҢ: 
d = В-ге ЧӘ; 
d«R-relliISR. 
2. ПЕНЫ) ЯВА EBE D Е; АП ЖИ ААН 5С, И.Г» 
£x E ELTE 2 PS B] EST 1692. 
3. SIR PEE PIRE e УРЫ, ДИЕТЕ КУРЕК, Bj Ж 2F 2 0 
长 相等 ;如 果 两 蔽 外 离 , 有 两 条 内 公 切 线 , 丙 条 内 会 切线 长 相等 .如果 
两 圆 外 (内 ) 切 , 则 存在 一 条 内 (外 ) 会 切线 . 


例 Ж ЖОН 


pli ШШ 15-1,00, EQ O,TH3E T A. B,C О, HZ BC Ж 
200, F E, О, И BD ZOO T Е. ЖИЕ: 

(1) РВА = Z СВА, DF = СЕ; 

(DÆ DF = CE WJZ РВА = Z СВА. 

WEBB (1) АС. AD, AE, AF, Ш 3 = 
“4,5 = Z6, X BL Z2 DA = AE, EX 
A^ ADF a SAEC, Uu] f& DF = CE. 

(2) 同 上 ,3= 74,4752 76. X DF = CE, 图 15_ 1 
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WD ADF. Z EC. Н AMD = AE. FZ = 2, Z DPA = СВА. 

例 2 ШШ 15-2.000, УСО ЖЖС. 
D. Hib O.P AGO L--5A, РА. РВ 00 
(UE, BOR A.B. RUE CD 平分 AB. 

证 明 JEŻE ОА, ОС, Ор. OP, PC, i$ OP 
x AB T E, SX CD T E. 

办 РА. РВ ЧОО HHFA B, X OA L 
РА, OP AR 3E JE ELT 

ОА? = ОЕ: OP. (D 

M ОРС = Z ОСЕ = Z 0DC, Z COE' = Z COP, ВЭ A OCE' a 
A OPC ‚Ж 





OC OE 
OP ` ОС? 
[n ОС? = OE' - ОР. e 


P] 04 = ОС, HD CORTA OE = ОЕ, BB. E EEG, AW S AR 
= E'R, Bi CD 平分 AB. 

$j|3 如 图 15-3,00, 500, 相交 于 ALB, К MN HAB 
TA, B.Ar 355 00,. (20, ZT M.N. P NER BE MN 的 中 点 ， 
Z AO Qi = Z7 4040, SK ut: PO, = РО. 





图 15-3 FE] 15-4 
证 一 ”如 图 15 -4, 连 结 BO. BO,. МО, MQ 


АВО, = y 740,0. 
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Z ABQ = 18 - Z АМ, = 180 7 4010, 
HZ 4050; = 2400,1 Z АВО, + Z АВО, = 180, В 0. В. 0, = 

注意 到 MN | АБ, 17 / МАВ = 2 МВ = ЖР, W Z МОВ = 
L NQ B = 90,16 0,0; NM 为 直角 梯形 . 设 PL 为 梯形 Q QNM 
的 中 位 线 , 则 PL X 010; 的 垂直 平分 线 ,于 是 PQ = РО. 

证 二 ”如 图 5-5, AM, AN 的 中 点 
分 别 为 C,D, 连 结 0,C,0,D, ОС 
MN,0;D | MN. X. AB | MN M OCH OD 
A 个 .注意 到 0,0, | AB," 0,0,/ CD, 
四 边 形 O,CDO. WEE, 0, C= OD. X. H 


РС= PM- CM = TMN - lua = 1 


2 2 2 AN = AD, 

可 知 RAO, CP ORA 0,DA,O0,P = 0,4, Е PO OA 为 等 腰 梯 
形 , 有 一 40P = САО,Р. ËB 740,0, = 2 А00, W Z PO, QI = 
< Q:0:P, X 0,0, =0,4= 0X0,P,0 P = O,A= D,0,, PEEL PO 0, 
40,0, P пЗ РО, = PQ. 

例 4 从 以 АВ HAARE EAE- ar P 51 PC 1 AB T C. VÀ АС 
为 直径 的 圆 和 РА 交 于 万 点 ,以 BC 为 直径 的 圆 和 PB 交 于 点 , 求 
HE: DE xx IAE. 

分 析 根据 对 称 性 , 若 能 证 明 DE 与 4DC 相 
ЫЈ, ЖИН DE УСЕВА. | NDA 

如 图 15- 6, 连 结 Ср.СЕ, ЗЕ DE ЗАРСАН 4 ÔC в 
切 , 只 须 证 人 EDC = 7A. B СрР = Z СЕР 图 15-6 
= ФР, 可 在 C D. P.E yq d 3E IRI, A — СПЕ = 
Z CPE, WI PC | AB. АРВ = 90, XH РАВ = Z СРВ, В CDE 
= ZÀ. 
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例 5 MEAT Р, КИ 0 的 弦 AB ИЛО РС, РС 
AXCKELT D, RHE: PA: PB = PC: PD. 

证 明 如 图 5 -7?, 过 PP 点 和 作 两 贺 公 切线 B 
MN ,连结 AD, BD, CE, ИШ ВрР = Z РАВ. В p, 
AB ОО + CL BLZ ACE = АРС. X ¿NPC Í! 
= РЕС,“ NPD = Z PAD. LZ РЕС = РАР, T 
AD // EC, 于 是 ACE = Z РАВ = 一 DPB, 可 得 ^ 







М 
АРС = Z DPR, IB Jt, А РАС А PDB , fi PA 
PC 

-PB' 

Hl PA- PB = PC: PD. 

例 6 МА, ВУР Е-Е, HUB а 内 ,这 两 辐 相 
UH 5fü а 的 两 边 相 切 .证明 :以 AB 为 直径 的 圆 与 角 = 的 两 边 相 
切 . 

证 明 如 图 二 -8 ,显然 两 图 外 切 , 设 切 扣 
为 时 .过 对 作 两 圆 的 内 会 切线 与 ua 的 一 边区 
TN. C.D 是 /a 的 :- 边 与 巴 4 OB PH 
点 ,已 是 48 н, РҮ. CN = PH = ND, 知 
NE CD PA. X AC | CD, Вр 1 CD, AC // 
BD, 故 PN 是 梯形 ABDC 的 中 位 线 , РМ AC // 
BD, 具 而 有 PN СР, А. 


pad EH 
NP = (AC + BD) = > АВ. 


BK N ТЕШ) AB 为 直径 的 贺 上 昌 CD УНИ, ДР а 两边 与 该 
圆 相 切 . 

例 7 BAS B 在 线段 检 E, ЕП AB. BC. AC 为 直径 和 作 
(20,.9 0,,00. MX B IEEAGROO T P.Q,25C0, #00, Т 
R.S KiE: PR = 05. 

证 明 ”如 图 15- 9, 连结 O,R.OSS, OR, OS. [A 


ÉE] 15-7 
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Z O RB = Z OBR = Z 0,85 = 0,58, 

W O R 05,7 OO, R = Z 00,8. 

ШОО. 001.090 Bu ie rn) г, гу, ry, 
Wj 2r=2ri +2r; В r= r +. TH O, R = r— 
ry = 003, 

OO, = AD -AQ = r-r = r; = ths, 图 15-9 
ELA RO O уд 00,5, Ж OR = 08, OORS 为 等 
BE f]. tE oH | РО, H X RS AAA, В RH = HS. X. HP = 
НО лк PR = SQ. 

例 8 mA 15-10, 20, 00, 相交 于 M.N 两 点 . O M Ж 
200, Т Ар. 200, T 45; O.M 5 D, 于 HLO 0, 于 B,. Е: 
直线 A BiA Bo МА 相交 于 -一点 . 








图 15-10 图 15- It 

分 析 Ш 15-11, PE Pr Zk A Bi AB 交 于 点 Р, ИЕ MN 过 
Р, B ШШЕН PM N TAHA. 

连结 PM ALB, AN BN MI 

ММА + Z MNB, = ZABM + L MA Bi = %P + WF = 180, 
这 表明 A.N. B, — e HA 

HPB, M = Z PA М = WP, A P. B,. М.А, WARE, 
Z PRA = Z PMA,. V HZ ABB = ZAA В, = ЖР. А.В, A. 
В, ШЕЕ „Б. РЕА, = ZA B N. Е Z PMA, = ZA RBN. IN 
ZAMN+ Z ABI N -180 Ж РМА, + ZA MN = 180, В P. M.N 
二 点 共 线 . 
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例 9 如 图 15— I2, САВ = Z ABD = ©, D 
S 


AB = АС + BD, AD X BC T P FOP RES с =? 
ip ADIRI: Di АВ tuts зер «СС N 


是 相交 ?是 内 切 ? BEWA? EH INDE. A 8 
分 析 “寻求 OP 5 PE ЗЕ C Ie] BG cdd € 

Z. OP UAB ТЕ, Е PE, Ш PE | AB. > Ej 15-12 

AC=u,BD=b(a=b), M] ABS a b. XE CO O В, ОР EÍ? 

为 了 ,由 АВ = АС + BD Я К= T (a +b), X. 











T T EB AE] 
a b АН AB ` 
Mr. зА LAB up 
а +b r b 
AB ab а+ь_ 
Ab-rUy +b b =а 
于 是 OB = 1 (а +) а= (6-а). 
ik RA ОРЕ Hi, 
2 2, лаф, 1, ру ба? + Y 
ОР? = r^ + ОЕ = (р) t4 з= кур, 
2 2 2 
2 a -b (atb)-2ab 1 ab — 
i OP = aigb) 2(a +b) =, (4+0) rgo RC r. 


由 此 可 知心 0 НОР BS. 


练习 十 五 s 


一 填空 题 
L. 两 圆 外 名, 外 会 切线 与 连 心 线 夹 角 为 457 ЖИН C EE 7 8cm, W 
两 图 的 半径 为 cm. 
2.00, 8500, BZ F ALB 两 点 ,过 B W) H ЯШ OO, У 
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200, F C.D EO 0, FPES ES 5,9 0, 的 半径 长 为 в, й) - 





3. ЖОО, 500, 的 半径 分 别 基 5em, 3em, 2:3E9X. MN 长 2em， 
由 两 阅 的 公 切 线 的 长 为 | 

二 ,解答 题 

4. 试 证 明 Tu ABC ШЫЛ, D AELG, L AB + AC 为 直径 
的 圆 和 分 别 以 AB. AC 为 直径 的 两 圆 相 切 ， 

5. X VPE ABCD 有 一 个 外 接 圆 ,及 有 一 个 内 切 贺 与 АВ, 
BC.CD.DA HUI T E, F.C. H Rit: EG | НЕ. 

6. 两 圆 相 艾 于 4 .号 两 点 , 且 一 个 圆 经 过 天 一 个 圆 的 圆心 О, 
OO BC 的 延长 线 父 另 -ARF D. RIE: AD = DC. 

7. 以 加 为 图 心 国 两 个 同心 圆 呈 ,大圆 的 内 接 四 边 上 形 ABCD 的 对 
角 线 AC | Во, ВС АЛАЧ E. RUE: ОЕ = y AD. 

8.00, 5 O0, 相交 于 ALB ш, О, {ЕЮ О, НИЯ Е, OO, 
К AG ZOO, 于 用 ,求证 0,D | BC. 

9, 三 个 加 两 两 相 切 于 A.B.C. WEH: A AB LAC 的 延长 线 与 
消 三 个 圆 的 交点 为 D、E, 则 第 三 个 圆 的 圆心 在 直线 DE E. 

10.0200 500, 相交 ,过 一 个 交点 A SL Ж ВАС 与 DAE 分 别 
HiEb£&00, ПЕВ ТРО, ЈЕВ / BPO = DOP. 求 证 : 
BC = DE. 

11. ШЕ, 2 ABC 内 接 РОО, Z ВАС = 
75 Z С=6Р,ВС 2 3e 43 NETTO F 
A, H5 AB. AC Л} БУЕ D. E, id A TEBI 
圆 公 切线 , 交 DE WEKT P. 

{1) 求 AB, AC 的 长 ; 

(2)Ж AP: PD ЁЙ. 

12. БАКЧА гт АВСР 项 点 的 -直线 分 别 (第 11 EN) 
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AREÉERAB.BC.CD.DA T E. F.G. H ЕВ: O EFC 与 GHC HHS 
—36 A Q 在 一 定 直 线 上 . 
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STNI AREE 


知识 点 和 方法 述 要 


І. TRAE SA SERE WREE APRES SA AB CD ATAP, IMA PA 
"PR = PC* PD, 

2. Ж еШ ”如 果 从 圆 外 一 点 三 向 图 引 制 线 РАВ 和 PCD ,那么 
РА PB = PC ` PD. 

3. 切割 线 定 理 。” 旭 果 从 圆 外 一 点 P 5186 РАВ 和 切线 
PC ,那么 PA: PB = PC". 

ЕСЕ BE Ж И Е ЕНЕ TJ] е PEZ PR A ШЖ ЕЕ РЕ, ДЕЙК 
在 关 圆 中 比例 线段 的 问题 极为 重要 的 工具 ， 


例 ж 讲 


例 1 ak 16-1,5% CF.DE AT 4 R, PB // EF ,2ë CD 的 延长 





ТНР, РА S MO RILA, 求证 : PA = РВ. р 
证 明 [X PA 切 信 0 ҒА, ukkuna 有 d 

РА? = PD: PC. Zo 

X. РВ/ ЕЕ. Z PBD = Z E= LC. "m" p 

nA PCD Vf 

PB PD 
PC ` PB ' 

RII РВ? = PC: PD. 2) Ё 16-1 


由 总 ,名 可 得 PA = РВ. 
例 2 ШИ 16-2,2 ABC 的 顶点 4 ХЕ Ж Е, BC U)O O T M, 


AR AC FN E OO УТРО. Е, BH M 28 DE 的 中 点 .求证 : ру 
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EC 
CM 
ТВ H DM - ME EZ 12 Z2. 4 

AB BM 


AC ^ CM: 

X BC UJO 0 FM, 
МВ? = BD: AB, 
MC? = CE: АС. 


a DB EC 
ERO. OD CORE = СИ: 


{з ШЕ 16-3, 00 E ABC 的 外 接 
D. PH 4 EDO 的 切线 4P 2 CBS 
£T P, АРС 的 平分 线 PD 分 别 交 AB,AC 于 с 


T: 
M.N Р poR с fit 


解 НААМА = Zl + Z2,Z ANP = Z C E 16-3 
(73,727 Z3, B. AP VIO OT A | 
Z= С, Z AMN = Z ANM B} AM = AN. B] PD EAE Z APC ,有 
PB _ MB 
PA "MA ' 出 
PC CN 
PA NA’ е, 


& €9 € O 





С, ОН ЗЕ ,得 
PB-PC МВ:СМ 
PA? — MACNA? 
X PA? = РВ-РС, 
m CN'BM | CN: BM. | 
AN: АММА" 
pla Ш 16-4.C 是 以 48 为 直径 的 半 贺 0 上 一 点 ,全 为 BC 
的 中 点 ,过 五 作 4C6 КОН, ERU E, Нл AB ЗЕБ T Е.т ED = 
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3, DF =5,Ж AB 的 长 . 


Д PA 
ME Ж] 0D、B8C, 因 D 为 BC 的 中 点 ,有 wc 
OD | BC. - : 


X. BC |. AC, EF | AC, п ВС/ EF, FL OD ^ t 
| ЕЕ, 图 16-4 
EF ЖО) О 切线 . 

i B {F BG]. ЕЕ, 3 G.W) ED = DG = 3. FG = 2.12 OB = x, 
ЕВ = y. BG / AE, n #8 


ЕВ FG 
FA EF’ 
即 —X...2 4L 
yt2x 543 4' 
бХ Зу = 2x Ф) 
X FD? = ЕВ: FA, 
即 25=у(у+2х). (2) 


HOOR у= 2, = 号 .进而 知 4B =2x = D. 


$85 如 图 16 -5, 设 和 公 ABC E B TB — FE, 
点 р EPRI ВС 上 ,BD =4DC. 一 圆 过 点 C, 且 与 ， 
AC 相交 于 下 ,与 AB 相 切 于 48 的 中 点 С. ЖШ: 
AD | BF. 

分 析 尝试 证 明 ACAD = Z ABF. Pl C fE СЕ 


| AC, AD IJ AETSZE T. E K WJ CE // AB. JT E: 
有 图 16-5 





AB BD 
CE ` DC ` 
X. BD=4DC, 则 有 AB ACE. 
H AB =246, 所 以 AG =2CE. 由 切割 线 定理 得 
AG? = АЕ AC, 
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从 而 有 2 G А = АҒАС, 


Вр АВ: СЕ = АЕ AC. 
因而 可 知 К. ABF o^ RtA CAE, 182 CAE = АВЕ, HIE tE САЕ 
+ Z AFB = Ф, AD | ВЕ. 

6 如 图 16-6, 00 оО, 相交 于 
M.N, D 是 NM SEIZE Е — к, PAL ED EX 0E 
@ 0, T A.B, AD ZOO + C, DN 分 别 交 
AB , BC 于 E、G. 求 证 : EM = ED* EC. 

分 析 首先 尝试 将 欲 证 积 式 转化 为 两 相 
交 直 线 上 的 线段 积 式 . 

连结 АМ. МВ, H AB ОО, Еі, E 
Z AMB x9. X. 0,0, 垂直 平分 МУ, 





ЕМ? = AE* EB. Ф 
易 见 ВА АЕР. КУ GBE ,有 
DE АЕ 
BE ` GE’ 
即 ED- EG = AE. ЕВ. (2) 
由 人 名 ,名 即 得 欲 证 等 式 . 
例 7 如 图 16-7, 从 半圆 O 上 的 一 点 C 向 
ШЇ AB SIEA, REES D,fEG 0' 切 BC, РА 
Ср. DB 分 别 于 .F.C. 求 证 :AC = АС. KON 
ШЕН REg, 0 .0 .三 点 共 线 .这 0 “ pG в 
F, EF AE CE. H CD | AB, ОЕ | AB. ОЕ 图 16-7 


// AB . A 
Z FED' =Z F00 - 14 БОВ = Z AEO, 
可 知 E.F.A 三 点 共 线 . 
IE АСР = Z ABC = Z AEC K AC A СЕЕ УБЕ 
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mj 0736, пр 


AC? = АК' AE, a 
又 AG EOG WBJ, 
AG" = AF* AE. e»5 


RD, OM АС = AC. 

з 如 图 6-8, 0, 500, 相交 ,公共 
六 为 MN , 公 切 线 为 AB 5; CD, 直线 MN SE AB + 
P, 交 CD 于 0. 求 证: РО? = АВ? + МА*. 

证 朋 БЕРЕР ЈЕР РА, Ш] PA = 
PC, PB = PD, 从 而 有 AC BD. BH 

РА? = PM - PN = PB°, 
可 得 РА = РВ. Ж QC = ОР, AC// PQ// BD, B. 
АВ? = APM* PN, 
0,0, 垂直 平分 线段 РО, М. 0,0, EAFA MN, 故 PM = ОМ. TĒ 
АВ? + MN? = APM* PN + MN 
= 4PM? + 4 PM ` MN + MN? 
= (2PM + ММ 
= (PM + MN + NOY 
= Р0*. 

$o ШШ 16-9, P) ЧӘЕ ABCD rh, 
延长 AB.DC ZF E, ЖЕК AD, BC ТЕ, ЕМ. 
FN A BRIZ, Е E.F Jii. EM. FN 
HFM, БАК USE 天 .求证 EK | FK. 

分 析 E EF.) 

EK |. FK 
e ER + ЕК? = EF? 
«ЕМ? + ЕМ = EF: 
«ЕСЕР + FC* FB = BF”. (D 
BH CDF EB], 2 EF T G, WZ ЕСС = Z CDF = Z АВС. 
120 








Z ЕВС + Z EGC = Z EBC + Z ABC = 180P， 
БТ E.G. C.B ASEN. TÆ 





EC: ED = EG- EF, Q 
FC: FB = FG: EF. @ 
过 ,世相 加 即行 全 
练 > dA 
— RS 


1. 四 边 形 ABCD PET O0, AC. BD XT E, BC = DC = 4, AE 
=6, 且 线段 ВЕ, РЕ 的 长 部 是 正 整数 , 则 BD АНКАР. 





:第 2 题 ) (第 30) 

3 如 图 ,过 全 0 外 一 点 P 作 仿 0 的 切线 РМ, 
BON. PN R A АМ, P 0M nj 
ОО ЖТА. В, BA WERK PN ATQ. MJ 
PM: NO 值 是 

A, ШЕ, 2 ABC 中 ,AD ВС ЕР, DEL AB 
FE,DF | AC T F. РЁ FE 的 延长 线 与 CB f 
长 线 的 交点 , 若 Bp 2. 0С = 5, WJ PB 的 长 是 | 

二 、 解 答题 

5. BEH АВ ЖО О 的 直径 ,点 CC 在 他 0 E.G C UH ABT D, 5 
DO MEFE. FFH, EFE CD FA С.Е: СЄ = DC. 





(Ж; 4 QR) 
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6. ШЕ, 0, .0, 相交 于 AB AA, H 0, 的 六 ВСВ О, 
T BB, MN ROY, M,N 为 切 点 , BM Ж O, F E, ES CW BN, 
FEKET D. WEEH: МА = ME MD. 





(38 6 ER) (第 7 题 ) 

7. ШЕ, ОООО ТЕЖА. В,С Ж АВ 上任 一 点 ,过 C 作 
HALOO FD, F, ZOO TAE, GRIE: DE: EC = GF: FC. 

8. A ABC 是 给 定 的 锐角 三 角形 .以 AB 为 直径 的 圆 与 4 边 的 高 
tk CC' 及 其 延长 线 交 于 上 及 NN ,以 4C 为 直径 的 贺 与 4C 边 的 高 线 BB 
及 其 延长 线 交 于 P90. 求证 :并 NW、P.0 NAHM. 

9. ШЕ, PA 290 O 的 切线 ,PB 为 过 圆心 的 制 线 , PA = AB, 以 
AB 为 直径 的 0' 交 PB 于 C, 交 PA WJREIZET р. 

(1) 求 证 : AC = АР. 

(2)# PA =dem, 求 中 DO 的 直径 . 





GB 98D) {第 10 题 ) 
10. ЩЕ, 00, БОО 连接 于 点 A. B. C 分 别 为 两 直径 的 
男 一 端点 ,过 С.В 分 别 作 О 的 切线 CD. BE, C.E AU] kA fE BM 
| DE 于 F, 且 交 0 于 .求证 : MD = ME. 
1. а, 0, 与 0; 外 切 于 点 PP,4 为 人 O01 上 一 点 ,直线 АС 
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оо, T h с, Ное, 于 点 B, AP 的 延长 
HOO 于 点 D. 

(ЖИЕК: BPC = Z СРР; 

(2) 000, REOOO 半径 的 2 倍 ,PpD = 
10, AB 2 746,sK PC 的 长 ， 

12.4. B.C O0 LES EA RES ЭО 04,005.00, 
armj 5 OO МЕ ТЛ. В.С. P SK AC ЕЕ, PTEOO,. 
20,.00, 的 切线 PD.PE,PF UE: РЕ = PD PF. 





(第 11 8) 
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第 十 七 讲 ”三 角形 的 四 心 


A) i £m 和 万 法 述 要 


|. 三 角形 除 有 乔 心 .内心 外 还 有 重心 和 重心 ， 


(1) 三 角形 三 条 中 线 相交 于 一 点 ,名 中 线 被 该 点 分 成 2;1 两 部 
Л. 


如 图 17-1, 全 ABC 中 , 设 中 线 BE, CF 相交 于 6. 连结 EF, 则 
ЕР! > ВС, 可 得 BG: GE = CG: GF =2:1. 辐 理 可 得 中 线 AD, BE 交 


A GE ВС:СЕ- 2:11 С.С, Н Ар. ВЕСЕ SFR G, R. 
分 种 中线 为 2:1 两 部 分 . 
二 角形 中 线 的 交点 你 为 该 二 角形 的 恒心 . 





图 117—1! [8 17-2 

(2) 三 角形 的 二 条 高 相交 于 一 点 ， 

ЕЧ 17 -2,1% AD, BE ,CF 为 全 ABC 的 二 条 高 .过 4 .B,C 分别 
作对 过 的 平行 线 , 交 于 BC ,A', 易 见 直 线 AD. BE. СЕ 4 RU BI 
C CA A'B 的 奏 重 平分 线 , 因 此 它们 相交 于 一 点 , 即 全 4'B'C' 的 外 
Ll. 

— SEE B BS AE ex FRA Ez EE ESL. 

三 角形 二 个 顶点 CAER ,重心 这 7 个 点 可 以 得 到 6 个 四 点 网 . 

2. 任意 一 个 二 角形 的 重心 .重心 和 外 心 三 点 此 线 , 且 重心 分 垂 
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心 和 外 心 的 连 线段 为 2:1. 这 条 线 称 为 欧 拉 线 . 

如 图 17-3,3€ О.Н 49 S A ABC 的 外 心 Eb, pr B fE BD | АС, 
BLA f£ AE [| BC, BD У AE ZT Н д ЫЧ О TF OP АС, AC 于 
点 , 连 CLO 并 延长 从 全 4BC УЕА О РО 点 , 连 BQ LAQ,IN 
CQ 是 直径 ,所 以 OQ4C =90P, 从 而 有 AQ / OP. X. O 5 QC 中 点 , 则 
AQ =20P. 

由 于 BD | AC. QA ] AC, HA, AQ // BD. X Z ОВС = ФР, AE 1 
有 ,所 以 BO // 要, 于 是 四 边 形 AQBE 为 平行 四 边 形 , 从 而 有 BH = 
AQ =20Р. 





Ei 7-3 El 17-4 
AS ki , BH ВС 
如 图 17-4, 令 OH 与 BP 的 交点 为 6, 则 由 BD // OP ор = CP 
ZA ABC HED. 


OM T ин 


£1 nl 17 -5,TEZ ABC "В, АВ = 10ст, АС = 8ст, BC = бст, 
К I PO E MOZNE. 
A WERA 
BE? + AC = АВ?, 
ШК A ABC Ж C 为 直角 项 点 的 直角 三 第 形 . 因 此 ,会 ABC 的 外 心 为 
HERA AB 的 中 点 , 记 作 M. 
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BEA ABC РАЯ 2 7, 5 AB UJ Nu 
IN BM IN | AB, А IN AV SETS ,于 是 

N=} (AAC+ BC - AB) = > (6+ 8- 10) = 
2( cm), 

NB = BC - IN 26-2 = (cm), 
进而 ,有 MN- BM - BN -5-A4z-1(cem). 

故 IM-V IN + MN? =s р = s(cm). 
BI AA ABC 外 心 与 内 心 的 距离 ， 

例 2 如 图 17-6, 在 RtA4B6 中 ,CD | AB T A 
Р, 5 ^ABC PLE, 1, E A ACD BJ N ts, L. 是 
A BCD 的 内 心 ,求证 :C АУП ВУЗЕ. 

分 析 C ЯМ, HEL 

fF 同 理 可 证 CT, 1 07, 
CL | 1E ACGCH АР) 
人 
Z CAI + Z ACh = Фр 
г“ ВСР = Z ВАС | 


Al. Ch 分 别 平分 
Z BAC Z ВСР 2 BCh 1 


Z BCL + — ACh = ФР A 

例 3 EE] 17 7, 5 M JE ABC 内 一 点 .日 

Z BMC = Ф + + ВАС. 又 直线 AM 经 过 人 BMC 外 5⁄ 
А АЛАС 0. 试 证 :点 M E ZA ABC AÒ. 

ШАЯ iX ВАС = 2а, 1] ВМС = ЖР + о. TE 

7 ВОС =2Z ВРС - 20180 – Z ВМС) = 21180 — 

(ОР + а) |= 180 - 2a, 
Hd A. В.О. C 四 点 共 阅 ,有 ABC = Z АОС = 2 Z МРС. 注意 到 












R 17-7 
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МРС = Z МВС, Z МВС = J АВС, BM 5} Z ABC. [E] EB n] üE 


CM 平分 CACB .所 以 点 M JE A ABC Р. А, 
例 4 ААВС Н, АВ < ВС < CA, B.E XI t 
长 度 为 连续 正 整 数 , 斌 求人 4BC BIER I SE / : 
b C 之 间 的 距离 . AG 
解 ШР 17-8, AB-k-1,BC-k, £ ` 
CA = 上 + 1, 上 为 不 小 于 3 的 整数 .连结 Al JE 
延长 交 BC + D, WJ Ё 17-8 


АГАВ AC АВ+АС _(Е- 10 +(Е+1) _ -> 
ID BD CD ВС k ' 


k-1 k+l 
E. BD k-BD' 出 


又 连结 AG 并 延长 从 BC TM, нде =2 E IG // DM. 


HIG- 2 py. 由 名 得 Вр = zz FE, 


k k-1 1 
DM = ВМ ~ В = - 2 =2' 





D M C 








进而 有 C= 
例 5 如 图 17-9, 在 全 ABC IP, AB- AC, x 
ADLBCFDDFIABFFAELCFFE,H R TA 
交 DF FM RE M OS DF 的 中 点 . 8 p C 
分 析 M CEDE 中 点 E 17-9 
ЇЇ 
CM // BD 
(G Jg BF 中 点 ) 
ЇЇ 
CM | AD 
ff ВР: AD 
M 为 全 AGC КГ» 
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ft 
DF| AC AMiDG АВ= АС̧ 
ЇЇ AD | BC 
CF | AE i 
CF//DG € BD-DC 

$46 ШИ 17-10, t. 3] Z ACE = Z СРЕ = 
ФР, B ТЕСЕ E,CA = CB- CD, А. С.р = 
点 的 图 交 AB 于 点 下 .求证 下 为 会 CDE 的 内 心 . 

ИЕН 连结 DF. 依 题 设 有 

Z CDF = Z CAB = 49 = + Z CDE, 
故 DF 3 СРЕ 的 平分 线 . 
连结 BD.CF, CD = ©В,Я] 
“ЕВР = Z CBD – 45° = Z CDB - 49 = Z FDB, 
HE FD = ЕВ, FAIR, D 的 距离 相等 ,了 在 线段 BD 的 垂直 平分 线 
1, АТТ Е — fg CBD 的 顶 角 平分 线 上 ,CF B: Z ECD 的 平 
7. 

HT FAÉACDE 上 两 条 角 平 分 线 的 交点 ,因而 就 是 全 CDE 的 
Pj. 4; 

Ф] 7 ТЕ A ABC Ч, AB = АС, О X AARC 的 
Shb, D Æ AR ЧН, E E. A ACD 的 重心 ,求证 ， 
OE | CD. 

WEA 可 图 17-1], 设 下 为 4C 中 点 , 则 EE 在 
DF F.B DE: EF =2:1. | В 

ib И IS BC 中 点 , 因 АВ = АС, АМ_ BC. ES 
DF // ВС, AM | DF. 3t AM. CD ТМ, M) N 29 
А ABC 的 重心 ,连结 ЕМ, CD 于 P, 则 了 为 CD 中 点 .于 是 

DN 2 DE 


pP 3 рЕ’ 
有 ENS FP AB. A DO | АВ, DO | EN , 0 为 全 EDN Ew, B] 








B 17-11 
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得 OE | CD. 

Bis ШЕ] 17-12, ABC hb H 0. 8 EE 
心 为 了 RR 和 7 分 别 为 它 的 外 接 圆 和 内 切 圆 的 /f/f . 
半径 ,出 OP = R- r. uU 

.证 明 i£ A АО + D, É: ро, F [n] SÉ 
长 OD "z [B O FE, jE BD .BE, BES Ох O 
CF G.H, HTEIF | AB + F, IF = r, DE = 
2R. 

A GI:IH 2 AI- ID. Gl R+ OL,IH = R OLEV CHH = 
R: -OF 六 ,从 而 有 





17-12 


R? OP = AT ID. 


HZ BAD = Z BED, Z AFI = Z ЕВР = 9058 A AF A A EBD, ДЕУ; 
-AE n 
AI BD = DE- IF = 267. 


XLZ IBD = 1 Z ABC + Z DBG = + Z ABC + у Z BAC = Z BID WI ID 
= BD. WIE, 
R^ - OP = AI- ED = 2Rr, 

Bil ОР = К — 

HO БАКНЕ ТЕ ЕЕ О0о, AA Rez, W 
三 角形 外 接 圆 的 半径 不 小 于 内 切 圆 的 直径 ， A 

例 9 it H Ema AE 2 ABC HED, \ 
[H A IJ Bc УЕ ИТЕУ AP АО, T] 5 
A RIA P.Q RE: P.H. 0 三 点 共 线 ， ДЕЛИНИН 

分 析 HHE] 17-13, AE S A ABC BJ BC 1) В OE С 
Ей, ЕЗ АС БОО XA, M BFIAC.H 9 gas 
АЕ. ВЕ ZS, 

连结 PO ,% АЕ КН AUE Р.Н, О 共 线 ,可 转 而 证 明 H'.H = 
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р, АУ Е ПЕНЯ BE | AC. 
连结 ОО, 00 | AQ, X. РО | АО, THÉ, Е RA 400 中 ， 


АО? = AD: АО. (D 
XZ ОРО = Z АЕО = XP, АЯТО. D.E E FI dc [9], 49 
AD: AO = АН + AE. D 
根据 切割 线 定 理 , 有 有 
АО? = AF АС. D 


HD, D, (819 
AH' АЕ = AF:AC, 
从 而 知 RE C FUSAN, 8 
ZH'EC + Z H'FC = 18. 
НЕС -90 , b Н'ЕС = 900, BI H'F | AC. X. BF | АС, ТЫ Н 
TE BF 上 ,所 以 H' E ZS ABC Ў, 5 HRS. 


1. BA; G 4A ABC ETHER DE ЕАН € EG S, 
从 4 ,BC 三 点 向 直线 4 3| EE AO BF. CF, OE, F AEE, АЕ: 
AO = BE + CF. 

2. ША, M.N P 分 别 为 正三 角形 全 ABC, ABFE, AEDE В 


г. ЖИЕ: А МАР Ж ЖЯ. 
C 
JN 


А M D N 








(第 3 题 ) 
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3. 如 图 ,在 直角 全 ABC 中 ,CD HENI AR LBR, 0 .01、0, 分 
别 为 入 4BC ‚5 АСР ,全 BCD 的 内 心 .连结 СО, ЗЕБ АВ T М, 
CO, 延长 交 AB 于 入, 求证: OM | ON. 

4. HA S ABC 的 内 心 和 外 心 分 别 为 1 ,0,AB < АС, IO = T (AC 
- AB). ЖЕ: 10 // ВС. 

5. 证 明 : 锁 角 二 角形 前 重心 与 以 三 垂 足 为 顶点 的 三 角形 的 内 切 
圆 的 圆心 重合 . 

6. it 1 S A ABC WPG, H А", В, С АВС, АСА, 
A ТАВ 的 外 心 , 求 证 入 48C 与 全 4'B'C' 有 相同 的 外 心 . 

7. BAES ABC tP, DLE, F 413 EIL АВ. ВС. СА 上 的 任 一 
m, 01. 0. О, 2: 9| ЛАРЕ. AS BED, ACFE 的 外 心 . 求证 : 
A 0,004 为 正三 角形 ， 

8. HE], fE A ABC F, Z C 的 平分 线 交 边 


AB K = ЖЮ D,K, I E AABC 的 内 心 ， С, 
ЖШ: | 
(12 AK = BK = IK; 


Gu - = 7 BS 





IK IC? x 
ІС №. 
Op "рк = L (第 8 ED 


9. E NI A ABC 中 ,高 AD 在 其 内 部 ,过 
Z ABD У ACD AAC H h 引 直 线 分 别 交 АВ.АС + ЕЕ. 

(DEZ ВАС = 90 ,Bll] AE = AF. 

(2) 着 AE = АЕ, M] Z ВАЕ = 90 dip sr? 若 仍 成 立 , 请 证 明 ; 若 
不 成 立 , 请 说 明理 由 ,并 指出 不 成 立 的 情形 . 

10. 如 图 ,上 为 人 ABC HEG, D. E. F 分 别 为 BC. CA. AB 的 中 
点 ,一 个 以 吾 为 圆心 的 圆 交 直线 DE РР. 0,588 EF FR. S, X 
直线 FD Т.У. БЕН 

CP = CQ = AR = AS= BT = BV. 
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11. —fRUEBUPS fi УКИ # ЖШ — 
^ BG BSPJFEE ЯШ S£ A PR ЛОПЕ — OE RU — 
Tb. RECH 0 .了 分 别 为 和 4BC 的 外 心 ， 
和 内 心 , AD 是 BC 边 上 的 高 ,了 在 线段 OD 
上 .求证 :全 ABC 外 接 贺 半径 等 于 BC 边 上 的 
Лг ft. 

12. 设 nh. 5. h RID A АВС 的 边 BC, 
СА „АВ YES А,В,С, ЗА 1 BC. (Ж 10 81) 
ALCA. TAB 的 外 心 .求证 :全 ABC 5AA В,С, 有 相同 的 外 心 ， 
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第 十 八 讲 面 ЯЯ 


知识 点 和 方法 述 要 


І. 如 图 18-1. 0 A ARRE EIER) Б, E AAC 上 的 点 ， 











则 
Sang E AD: AE 17 
S A ABC © АВ,АС` о 
D 
4 : 
LN JOE 
D 
fM / A 
p j. B fs 
Е 18-1 
证 明 连结 CD, 有 
Saacp | AD 
Saa АВ? 
SAADE _ AE 
Sada АС 
PARED. 


2. Sa wc < АВ" АС. ZA =90 时 取 等 号 ， 
3. В ХАЖИ. ó RHA RAINA ,将 不 规则 、 难 以 直接 计 
算 的 图 形 的 计算 转化 为 规则 、 易 于 计算 的 图 形 计算 . 
4. Si = Зерт. САНЛАУ f] A n) | 
5. 各 边 相等 ,各 角 也 相等 的 多 边 形 岂 做 正 多 边 形 . 
任何 正 多 边 形 都 有 一 个 外 接 圆 和 -个 内 切 贺 , 这 两 个 图 是 同心 
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Is]. 


5) xh Ж H 


例 1 inÉDI8-2,B8E 5 ABC P, ZA 2 30,04 BC ЗАТЕ 
0,5 AB. AC ^: BIET D. E, jE DE, JE ZA ABC 分 成 全 ADE 与 四 边 
J DBCE ‚АК S5 арк: Space . 





A 


解 一 ”连结 ВЕ. BC ARO 直径 , 故 АЕВ = 
AF cos À -45 


9 Z AED = / АВС, LA D E, W GAED — 
A ABC, Z А = ЗФ, FË 





Saam АЕ: 2, ор (030 3 
Saue САВ? = соў А = сов 30 = (5) 24. 
-rz Sao 3 _ 
可 得 SEE Ej 18-2 


Вр 


5 лавр: Эрык = 3:1 


Ш ЈЕ Е ВЕ, AEB = 90,6 АЕ = АВеоА. 
HAA AD = АСсовА. А = ЗОР, dà 
l 4n. : 
S AADE _ 2 AD* AEsinA 
Saage X AB- ACsinA 
2 АВсоА * ACcosÁ * sinÁ 
„> AB* ACsinA 
= соз? À 
ҮЗ 
_ 3 
T4 
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2 如 图 18 - 3, AB 是 半圆 0 的 直径 ,CC 
在 半径 OA k, D EFHO E. H CD | AB, E 
在 CD 上 ,中 E Ej AB HTC ЕРЕ 口 相 切 








T F,AB - 6, CD =v6, 试 求 CF, FA K AC Bi 
成 的 面 租 . E] 18-3 

Ж ”连结 AD., RD, {kEi АРВ = 9, E. CD L AB, 
eX CD’ = АС- AB, 
Вр АС (AB - AC) = СР? 

e3AC(6— АС) = (46)2. 

解 得 AC 2 3430€ Ж) AC =3- 3. 

连结 ОЕ КУА O + F. dE PIA COE 中 ， 

СЕ? + (О? = OE", 
Hp CE* + (ОА - ACY = (OF - ЕРУ, 
СЕ? + (УЗ)? = (3— CEY, 
ES CE =1. 进 而 得 OE - 2, Z AOF = 3P. FE 
ЗЕ = Зло 一 SAcOE 一 СЕР 
Su pesa ga 
5л - 643 C — 






@ 3 圆 内 接 六 边 形 ABCDEF 中 , 4B= ВС P 
= CD = Зет, DE = FE = FA = Sem, 设 
5 入 边 形 4BCDEF = Š АК S. 

解 如 图 18-4, 过 CC 和 作 C1 ЕЮ, 5 ED 
HRAT H. E] 18-4 
连结 CE, BF, M} 


] — e, ae, Qm, 


2 СРЕ 1%. > (BC + АВ + AF + EF) = 


E l 7 Д Z í ` 


1, 
2 x 
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3 


MAn ВЕ BAF = 1200. kk CDH = 60, DH = CDcost? = z+ CH = 


СР іле = 343 .所 以 


——— d 
CE - / ЄН? НЕ? =, Í y, «G +5)?, 


HAE BF =7. 
H СЕ = ВЕ. 9119 BC = EF PAIE BCEF HERH JE. 
作 BG | EF 2 EF FG. Wi 
GF = ( EF - ВС) - T(5-3)-1. 
在 Rt 全 ВСЕ 中 ， 
ВЄ =/ ВЕ? - СЕ? =s P- p) =4{3З. 


r Fx 
Scy = > DE x CH= 5 x 5 322 - vul 


[|] Жи] 48 3^ АВЕ 一 Bur . 


x 5с, = (ВС + EF) BG = + (3 + 5):4./3 = 164. 





故 Š = лере + Saanpr + SUrackk 


= 1543 , 15, 1543 L 16 i = MEE (end). 
64 i14 D.E.F ету y" BC, 


AF _ Вр CE 
CA,AB 上 的 点 ， В рр = DC = кд, LA ABC 和 


A DEF 有 相同 的 重心 . 
证 明 却 图 18-5, 设 入 = 名 -人 = 至 ， 


可 得 
Saa АЕ AE AF ДЕ mo 


— mnr  _ — -— aa 


S даве "AB-AC ^ AB "AC C (m4 a)" 
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u- . тл . 
有 Sa apa = m pn) 3^ asc» 
同 理 S ARIF = ODACED Z SAAFE = (msn y 
4 6GAÀABC 的 重心 , 连 CA, GB. GC, GD, GE, GF. WI 
saare AF т 
S A ABC i AB m + n 


m l "m 
Saa = L—.—m .4 
于 是 AAFG n A AB q n DA4BC， 
— l m 
H| T: 5 .= $ D 25 = — +—— ' 
[F] ABDC = DACEG = лар = а" + pO CABC? 
A “шаў = S = 人 一， 5 
A BFG АСС 7 ŠAAEC = 3 ` + m” 2 ABC 
TH — _ 
(2) + (9) TF Sgpcr = Әсвср = SAFGE 
A 
Ф - D ВСЕ = Sapos Ñ AFC, 


所 以 G 为 全 DEF 的 重心 ， 

例 5 如 图 18-6, 半 圆 0 的 半径 为 1,4C.| aB 
ҒА, Вр AB T B, H AC =1,8D=3,P 是 半圆 0O cg 
БЕЖ д. GR EE BE RUE. ABDPC 面积 S$ 的 最 大 E 
值 A 





分 析 ”连结 CD, H 18-6 
H REARED = 7 (AC + BD) AB = la -t3):2z4. 
注意 到 S= Seatu- Sarn, FATE RR. Spep 的 最 小 值 .为 此 又 
HE: P 到 CD 的 距离 的 最 小 值 . 显然 P 在 与 CD 平行 的 半圆 0 
的 切线 EF 上 即 为 共 切 点 时 可 达到 最 小 值 .此 时 ,四 边 形 CDEF 为 平 
行 四 边 形 . 根据 切线 长 定理 ,可 得 
AE + ВЕ = EF = CD = v (BD- ACY + АВ? = 242. 


于 是 EC = DF= [AG + BD - (AE + BF)1 22 -42, 


进而 ,有 Š =4-— 5л рер 
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l . 
=4- > 5 =€pDFE 
TÌ rp. 
=4- > СЕ АВ 
=4- 202-402): 


=2 +42. 

до Л 891 Р STIS. 
ИО ае K T EF l SE J ГЛ 
面积 的 一 半 . к ux JN 

证 明 ”如 图 18 — 7, EJ ABCD 与 矩形 E- , q : 
ЕСН EF, M,N 与 P,Q 分 别 为 两 矩形 不 同方 
向 上 两 组 对 边 交 点 . 连 MN, PO ТО. НЕ N 
到 EWM 的 距离 等 于 六 38 DM. 的 距离 ,故人 EMN 
= Z NMD. 同 理 人 BNM = / СММ, САРО = 2 ЕРО, Z НОР = 
Z COP. hIS HZ EMN = Z ЕРО, Е.Р.О.М MAHR, Z POM 
= Z PEM = 9, MN |. РО. WD TEJ EAT BR S, Hi 


Sz Spy = > MN PQ > B: BC = 7; Sano. 





图 18-7 


命题 获 证 . 

例 7 锐角 全 ABC TEZ A RFI ВС 于 
L,5E A ABC 的 外 接 贺 于 NN, IK | AB, 3 AB F 
К,ІМ1 AC FAC FM, RIE: Sase Sua. 

证 明 作 和 全 ABC KS AH i КЫ. НМ, HN. 
ВҮ.КН. СМОР 18-8), A.K. H.L.M haJ 
LES] 

Z KHB = Z BAL = Z КАС = Z HBN, 

Z МНС = Z МАМ = Z NAB = Z МСН. 

故 知 KH // BN , HM // ,从 而 有 


SAKBH = SARNE» 
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Sa HMC 一 S^ HA + 


АЙ 5лавс = Suyu: 

例 8 在 直角 -= 角形 ABC th, AD ERNA yi L 
BC 上 的 高 ,连接 三 角形 ABD 的 内 心 与 二 角形 ba NN oS 
ACD WS ERA SU Sj АВ 及 边 4C REY P ?了 HW © 
KALAS, Ж ABC 与 AKL 的 面积 分 别 记 Hi 18-9 
МЗ Т.К: S=2T. 

证 明 JE] 18-9, M.N X ABD LA ACD 的 内 心 ,五 为 
^ ABC E G. М,Н TEZ ABC 的 平分 线 上 , 知 B.M HHR AE 
C. N.H Ж, Н AM E: ВАР 的 平分 线 , AM 5С CN + Р, МАР = 
Z PCD k CP | AM. it AN 与 BH ET Q. [8138 pO | AN. T E: H Ж 
A AMN ЗЕ, AH | LK, Z КАН = Z LAH , B Z ALK = 45°, SA ALN — 


A ADN iZ AD = А, r=}, X 5= eh 日 注意 到 КА ABC $13 


上 上 中线 不 小 于 站 ,和 有 c>2h t S>2T. 

例 9 设 有 -… 边 长 为 1 的 正方 形 , 试 在 这 个 正 j £ Dp 
方形 的 内 接 正 三 角形 中 找 出 一 个 面积 最 大 的 和 一 y 
个 面积 最 小 的 , 并 求 出 这 两 个 面积 ( 须 证 明 其 论 X 
P. FE | 

分 析 “如 图 18 - 10, BRAF 为 正方 形 “ e 
ABCD 的 任 一 内 接 正 三 第 形 , 则 正三 角形 的 三 个 项 gis Qo 
点 必 落 在 正方 形 三 边 上 ,不妨 设 其 中 的 F.G 是 在 
正方 形 的 一 组 对 边 上 ， 

ЕА ЕЕС ЗН ЕС LJB ЕК, £. K.G.D 四 点 共 圆 ,连结 KD, 
WA Z KDE = Z КСЕ = 60°. ТЇРЇ ЛЗ Z КАЕ = Z КЕЕ = 60. Fi tA KDA 
为 正三 角形 ,而 天 是 它 的 一 个 顶点 , 故 撼 内 接 正 各 BFG 的 边 中 点 
Vies K. 

正三 角形 的 面积 由 边 长 次 是. 当 KP // BC 时 , 边 长 为 1, 这 时 过 
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长 最 小 ,面积 S 等 于 也 最 小 ; 当 EF 通过 如 点 ( 即 F SB 重合) 时 ， 
边 长 最 大 ,此 时 


Гү. B. — 
边 长 =2BK = 24 ауа BVA, 
面积 5 等 于 2y3 -3 也 最 太 ， 


HZ 习 十 A 


一 填空 题 

1. ШЕ, ААВС Е AB 22, AC 23, 1,1. BEA 
别 表示 以 AB. ВС. СА 为 边 的 正方 形 , 则 图 中 阴影 部 ç 
分 的 面积 之 和 的 最 大 值 是 _ | 

2. 已 知 AB AOO HA4, М ОВ 上 一 点 ,县 
AM: MB =7:1,Ч МЕЕ РО, Saso BJ К 
值 是 . 

3. 已 知 以 AB АЕ EPI Sx C. D, fd 
Z РСВ = VXP, Z АРС = 105°, CD = 1,1] Squspancp = 

4.00 RIO O TRACT ALD Bids Q ОАВ 5500 FAS, 
OO 的 切线 4 ОО FA С. Z ВАР = 45°, / CAD = XP,0'A = 


542, 0A BAD FEXRI BD 所 构成 的 弓形 面积 等 于 


5.00 ЛЕМ 1 的 正六 边 形 ABCDEF 的 р C 
МЕ, P AOO 和 DE ЖЮ, Q. R 分 别 是 AMA 
PA, PB O0 的 交点 , 则 S. pon = 


6. 如 图 ,四边形 ABCD НЕЕ РОО, AB XH 











i2 H AB 22, SA up = 3 Sawoo M 5 довс = 


一 -一 


二 、 解 答题 
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ТОНОО ARR АВ, DC 的 延长 线 相交 于 Р, HZP = Р, 
ARE: Sap = Sao 

8. 在 加 内 接 四 边 形 ABCD "P, AC |. BD ,3KME: 2Smuagmaac, = АВ. 
CD + AD- BC. 

9, ШР, TE A ABC P, АСВ = ЖР, СВ = а, 
СА =, АВ = c. РА BC E53 B.C 的 任 一 
Ai Р {ЕК АВ HER I AD 及 AC 的 延长 线 分 
МТА. 0. 

(Iit PC = х. 5 РОС 2 РВЕ 的 面积 分 别 为 
Si Sn EXHI х,а, Б, e RIRS + Sy; 

(2) 当 点 P Æ BC EEES, 8] z Mefi, (第? 题 ) 
$1+ S, 有 最 小 值 ”并 求 出 这 个 最 小 值 . 

10. CUBE O УО, 相交 于 ALB 两 点 ,过 点 ALB FEPEPI T 
ао Tu P. R. EA O, T à 0.5.0005 POR 面积 的 最 大 
fü. 

ll. EA B Ый О F— 8, A ЖАРКА 5, H 01 等 于 
ЧЕТ 42, AB N HI EIE ABC, IB I C 5 О Т AB Wit]. ok 
Smuygaca BJ SCA (EL. 

12. i$ 为 正方 形 ABCD —33 AB 的 中 点 ,在 边 BC 和 CD 上 分 
HRALA Fd c.3EH IE AC ЕЕ ЛАКШЕ: КЕ FC 与 正方 形 ABCD 的 
内 切 圆 相 切 . 





| а 
X 


А 
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第 十 九 讲 ” 履 兰 与 谋 入 
知识 点 和 方法 述 要 


1.(1) 一 般 地 , 设 G 科 下 是 两 个 平面 图 形 .如 果 图 形 FF 或 由 图 形 
F 经 过 阁 干 次 的 平移 旋转、 对 称 等 变换 后 得 到 的 大 小 形状 不 变 的 图 
JÉ F'ÉSSE— ЕВЕ 6 上 ,我们 就 说 图 形 C AAEE F. 反之 ,如 
R FF 或 产 中 总 至 少 存 在 一 点 不 在 图 形 & 上 ,我 们 说 图 形 G 不 覆盖 
ВЖ F. 

GUT BUE 61,62. Go A EJE 大 中 的 每 一 点 都 被 这 组 图 
形 中 的 基 个 覆盖 , 则 称 这 n Т Жш F. 

2. 图 形 覆 盖 具 有 以 下 明显 性 质 : 

OE BUDE c W EJE. FF, 图形 F Wa EJE H, WADE G 覆盖 图 
№ Н; 

(DERE F 的 面积 大 于 图 形 G 的 面积 , 则 图 形 cT ES E 
JE Е. 

3. 图 形 艇 人 实际 上 是 图 形 覆 盖 的 一 种 变化 .所 谓 图 形 F BERA 
图 形 ,实质 上 就 是 图 形 C BEBS s JE F. 


Bj zb 精 讲 


例 1 求证 :(1) 周 长 为 22 PEG PIDE REUS gol Ges £ in ba 
ЕЯ 
(2) 桌 面 上 放 有 一 丝线 做 成 的 线圈 , 它 的 周 长 是 2 ,不 管线 圈 形 
状 如 何 ,都 可 以 被 一 个 半径 为 也 的 贺 纸 片 所 条 盖 . 
分 析 《1) 关 键 在 于 圆心 位 置 , 考虑 到 平行 四 迪 形 是 中 心 对 称 图 
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Ж XE BERT fax 5С h YE pa w lin) dE ЗИЛИ. ЧЕЗЕ Е, Е 19—1,# 
E ABCD th, BD 是 较 长 对 第 线 , 0 为 对 角 线 交点 , 则 OD > A0, 1:> 
2. 设 PP 为 同 界 上 任 一 点 ,不 妨 设 PP 在 4D Е, AZ > 72, 
i OD > OP. О 为 圆心 ,0D РЕНИШ TAREA, 从 


而 也 能 覆盖 整个 平行 四 边 形 .又 BD < AB + AD =#,Җ OD « 4 . 故 周 
长 为 26 MEG IDE Beo o tna 


i 19 1 E 19-2 
(2) 对 于 任意 形状 的 线圈 e E BR 15" 直 ” ,化 归 为 简单 图 形 . 
如 图 19 - 2, 类 比 41), 取 均 分 曲线 的 两 点 P LO ,设法 证 明 PQ PAO 
икн аии. it M e LEE- AIE MP. MG, W 


OM (MP + М0) c СИР + МО) = £. 


因此 ,以 0 rit ED EOS SERPENT Е 
T ZEB. 

例 2 证 明 : 若 和 4BC 的 最 大 边 长 是 a， MES 
ДВЕ а 的 图 所 覆盖 

证 明 A ABC 中 为 最 大 过 攻 ， 则 6A m 

«18, 从 而 以 BC 为 纺 , 在 点 4 所 在 一 侧 作 会 Ма 
60pP 角 的 弓形 弧 , 那 么 点 4 在 此 弓形 内 ,这 表明 
М ABC TREERE H. 

如 图 19 - 3. 作 直径 CA' ,连结 A'B, M) ¿A BC = 90°, ВА' С = 
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图 19-3 


бР ,可 得 


mm oyp 0 а 2а 
ACERS gp д 3 
2 


к-а, EXERCERE. 

例 3 Lc ABCD 的 边 为 直径 癌 平行 四 边 形 内 作 四 个 半 现 ,证明 
这 四 个 半圆 一 定 荐 瘟 整 个 平行 四 边 形 . 

分 析 一 ”要 证 明 这 四 个 半圆 覆盖 整个 平行 四 按 形 ,只 要 证 
(C ABCD 的 每 一 点 至 少 属于 其 中 一 个 半 赔 即 可 . 

用 反 证 法 . 设 PP 为 ABCD 内 一 点 , 且 不 在 拟 AB. BC, CD. DA 
HELE F fE BJ Bl PS. 如 图 19 — 4 Bros. Ж АРВ, Z ВРС. Z CPD , 
Z DPA ВЕ 90. Bl 

Z АРВ + ВРС + Z CPD + Z РРА < ЗӨР, 
pg ft IU НН o Bi. Ak p ЕР ТЩ ЕА, BBB 4 pu 4 
半圆 覆 羡 四边形 ABCD. 
n 6 


H P F Е 
/ 
A E H 4 B 
图 19—4 Ki 19-5 


分 析 二 ”设法 将 心 48CD 分 为 看 二 部 分 ,使 每 一 部 分 都 被 上 述 
四 半圆 所 覆盖 .不 妨 设 AC> BD. 过 B.D АСЗ, EEE F 
c3 ABCD 分 成 四 个 直 骨 三 角形 :全 ДЕВ, A ВЕС, A CED , A DFA. Al 
19-S, 每 一 个 直角 三 角形 被 一 个 半 略 所 覆盖 ,从 而 整个 四 过 形 被 四 
TERRA. 

例 4 给 定 一 个 半径 为 ЖИЙ, ИЕ Яу КИЙИ e ЖЕ. FI 
至 少 要 几 个 圆 瞄 才 能 盖 往 ? 

分 析 ”问题 需要 我 们 从 两 方 疝 作 出 回答 :指出 一 定数 量 的 灶 径 
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为 二 的 阅 面 应 能 徐 盖 单位 圆 , 同 时 还 须 证 明 少 于 这 个 数量 则 不 行 . 


四 个 半 低 为 5 的 贺 , 其 痪 积 的 和 正好 等 于 半径 为 1 的 圆 面积 ,但 
若 不 重 寿 ,它们 所 包围 的 区 域内 一 定 存在 不 属于 它们 的 点 ,因此 ,这 
些小 加 不 能 窗 闵 单位 全. 少 于 4 个 小 回 更 不 可 能 . 

#5 个 小 圆 . 因 小 圆 直径 为 1. 大 圆周 分 成 六 等 分 ,每 段 弧 所 对 
弦 长 为 1, 则 五 个 小 圆 无 法 盖 住 大 圆周 ,更 不 能 盖 住 圆 ， 

从 上 面 分 析 可 以 看 到 ,只 盖 住 图 周 就 需 六 个 小 图, 但 此 时 它们 又 
无 法 盖 住 圆心 ,因此 仅 六 个 小 圆 仍 无 法 覆盖 大 图 ， 

车 有 7 个 半径 为 的 小 贺 则 可 覆盖 半径 为 1 的 单位 圆 : 作 大 加 
的 内 接 正六 边 形 , 使 六 个 小 圆 的 圆心 与 这 正六 边 形 的 边 中 点 重合 ,第 
七 个 小 珊 圆 心 与 大 贺 国 心 重合 , 即 可 盖 住 大 辆 ,如 图 19 - 6. 

事实 上 ,我们 最 04 OB, OC, OD, OF、OF 的 
中 点 41、B1、 Су. Di, Еу, Еу. 2 04B Е 
形 ,所 以 人 BB14 = ЖР. В, f£ AB ЭЯ ИЛЕГЕ |. 
同样 41 也 在 AB БЕДИ] Е. 

Mt AB OU ÉCES AD BUR 3E Bin AABB, 又 以 


о 为 圆心 ,以 方 为 半径 的 图 覆盖 入 ОА, B, EUG 
可 证 得 这 七 个 圆 覆盖 癌 个 单位 加 
例 $ 求证 ;-… 个 直径 为 1 的 贺 不 能 被 两 直径 


小 于 1 BERRA A. 
证 一 ” 先 设 一 个 直径 小 于 1 的 圆 О, ERA € 
ВАЕ, 109 19-7.3€ 0,0,id O E AB |. 


O,0,AB Ж О 的 直径 {车 0,, 0 重合 , 则 АВ 为 

ЕЖЕН) ,此 时 014 = 0 B> 04, 故 А.В АБН 19-7 

不 能 被 圆 O, 盖 住 . 另 -- 直 径 小 于 1 ШИЙ] O, 也 不 能 同时 盖 住 4.8 两 
m ERI O A 0, RETIRER] O. 
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证 二 直径 小 于 1 KA О, 不 能 覆盖 直径 为 ] 的 圆 O 8937 i 
B). EL О, 的 直径 不 能 小 于 加 0 的 半径 的 直径 . 这 不 可 能 , 因此 
两 小 圆 不 能 覆盖 整个 大 图 . 

£e 把 一 个 半径 为 1.1 АЕА BC EL fB A6 bo na E, nd 
ЖН ЖЛ m E JUTTE ВЗ ВЕЗЕЛ? 

分 析 FRB EER BET t HES m tF— EE sa. 设 圆心 
M 落 在 菜 一 小 正方 形 PORS 的 内 部 或 边 上 ,如 图 19-8, хл. Z 
MP ‚МО .MR MS 中 至 少 有 一 线段 长 不 大 于 对 角 线 的 一 半 , 即 不 大 


于 如 .不 失 一 般 性 , 设 MS<Y2 < 1. 1, 整 点 S {ЕШ M 内 . 故 圆 纸 上 
ИИО С. O YA GEL ТЕЙ жЕ —1# дә, КЧ [IET] e 
REEL f ШЕ? PLEER. BiH МН ni 5, 
HA LMPII1.1»1. Н 3 MEAP 为 图 心 ,1 为 半径 的 圆 外 . 同 
理 ,点 МАНАТ {ЕРДЕ 为 圆心 ,| 为 半径 的 圆 和 外 .这 是 不 可 能 的 .如 图 
19-9, AARE PSQ 和 扇形 RSQ 已经 覆盖 了 整个 正方 形 , 而 M hw 
在 正方 形 内 , 故 圆 MARERE ETUDES. 





Е 19-8 图 19 — 9 
图形 纸 片 能 和 否 恰 好 覆盖 是个 整 点 .对 此 我 们 只 须 设 计 一 种 具体 
覆盖 方案 即 可 ,如 图 19 -10, 把 贺 心 置 于 某 个 小 正方 形 ABCD 一 边 的 


中 点 .那么 МА = MB =} BUS A,B EEM 内 ,而 MC = MD = ME = 


WF= >1. LEER C.D Е,Е EB] M Ж, ЖЕҢ Ж Ңң, WERI 
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能 在 圆 内 ， 

Ek E BTE ,我 们 可 断 癌 该 圆 纸 片 最 少 盖 住 两 个 整 点 ， 

又 车 我 们 把 圆心 M EXE ER ELSE BEA А np Е nS 
点 ,如 图 19 -11.8B6 mE eC MBETEN. E) M H 
的 整 点 超过 五 个 ,那么 无 沦 如 何 选择 整 点 ,总 有 一 对 整 点 的 距离 将 不 
小 于 /5 > 2.2, е 5 2.2 КИЙ] ЛЕЯ BT BE {ЕХ АЖ ex fJ. 

可 见 该 贺 纸 片 她 多 只 能 盖 住 五 个 整 点 . 





图 19-10 [19-11 

例 7 证 明 : 若 平面 图 形 六 上 任意 两 点 问 最 大 距离 为 1, 则 FE 
被 一 个 边 长 为 /3 的 不 三 角形 覆盖 . 

分 析 利用 一 对 平行 线 可 把 图 形 F EE 
个 带 形 区 域内 . 

Е т, аа, р.р, с.с. Е 
HERA 60Р, Шш 六 的 一 个 六 边 形 .如 
图 19 - 12 所 示 , 3: fu F = ЯЖ А,В,С, 和 
A;B,C,.Ub P 为 下 中 任 意 一 点 , 它 到 六 边 形 各 边 图 19- 12 
距离 分 别 为 d,e, fo x, y, z. X WIE — AÉ 
A B IC I.A. B5 C5 的 高 分 别 为 hi, h>. AGE РЕЛ LIE EE 
一 点 到 三 边 距 离 和 等 于 正三 角形 的 高 .于 臣 

dte-fzh, 
xtvYvtz-hh, 
相 加 得 (д{+х)+(с+у)+ (f+ z)= hi + А», 
X d+zx=g=l,c+y=1,f + z= 1, hi + А3. He Н лк hi, h, 中 
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至 少 有 一 个 不 大 于 3 ,不 妨 设 h <. ШИЕ =Й AB C 的 高 不 大 
3 
T3 ,那么 其 边 长 < 2 = 3, 因此 图 形 上 可 被 边 长 不 大 于 v3 的 
正三 角形 覆盖 ,其 中 也 就 包括 边 长 正好 是 5 的 正三 角形 . 
例 8 证 明 ; 面 积 为 8, 周 长 为 p 的 号 四 边 形 一 定 可 嵌入 一 个 半 
从 为 > 的 图 ; p 
分 析 车 能 证 明 四 边 形 内 部 存在 的 四 边 形 
各 边 降 离 丰 小 于 的 点 ,问题 即 可 得 证 ,为 此 ， 


我 们 分 别 以 凸 四边 形 各 边 为 迫 , 3 为 另 一 边 , 疝 
下边 形 内 删 作 四 个 矩形 (图 19 — 132 ,它们 的 面 图 19-13 
积 利 为 


S 2 AB: + BC: + CD. + DAS 
p p P p 


= (AB+ BC + CD + DA): 3 


=p. = S. 


HI x PB JE 而 积 总 和 等 于 四 边 形 面积 H T [q TS ЕА ЖЕЛЕ 
分 ,所 以 它们 所 覆盖 面积 小 于 S ,也 就 不 能 覆盖 整个 四 边 形 ,从 而 在 
四 边 形 内 存在 一 点 О 到 四 边 形 各 边 的 距离 大 于 过 до 为 圆心 ,> 
为 半径 的 圆 可 能 人 四 形 ABCD 内 部 . 

例 9 在 一 个 半径 为 18 [КИЙЕ EK А. 16 个 半径 为 3 的 图 .证 明 
在 余下 的 部 分 中 还 能 胎 入 9 个 半径 为 1 的 圆 ， 

分 析 ”研究 同时 构 入 9 个 圆 的 情形 既 册 难 又 无 必要 , 依 题 音 ,我 
们 可 以 改变 考虑 问题 角度 , 先 和 证 明 总 能 嵌入 一 个 半径 为 1 的 圆 ,这 不 
难 办 到 .将 每 个 半径 为 3 的 贺 脱 胀 为 半径 为 4 的 圆 , 将 半径 为 18 的 
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大 图 收 缩 为 半径 为 17 的 圆 (图 19 14). RA e 
证 明 在 半径 为 17 noire 16 个 半径 为 4 P 
的 加 后 ,还 存在 一 点 A, ,那么 以 А, 为 图 心 ,1 [ 63 
为 半 答 的 圆 跟 可 榜 人 人 大圆, 是 与 16 TERI Ñ 
3 的 圆 不 重 登 .事实 上 
xr" 17 16: 1:4? = 289я -256л = 33m > 0. EË] 19 — 14 

采用 同样 的 方法 WW K [DE e 38 ЛУ 1,38 
EL # А Ву 17 个 圆 半 径 都 增加 1,32 

289r -- 256r - rY = 297 > 0. 

iX A BICI RR 16 个 半径 为 4 和 上 个 半径 为 2 的 贺 外 ,还 存在 一 点 
42, 从 而 在 大 圆 中 , 除 髓 人 的 16 个 半径 为 3 的 圆 和 一 个 半径 为 1 的 
ШУК ,还 可 再 符 人 一 个 学 径 为 1 的 圆 . 

依 此 类 推 ,由 

(z:17 -16* m4) (rr) = 33x + 4л > 8 

项 知 合 题 成 立 . 

Ж 本 例 中 我 们 采用 的 将 圆 脱 胀 .收缩 的 放 缩 法 是 解决 覆盖 问 
题 的 一 项 重要 手段 . 


A > Л, 


1. 试用 给 定 的 同样 的 但 非 正方 形 的 四 边 形 地 砖 铺 没 地 板 , 既 不 
EARR, ЖАЛ УКЕ, УЛУ ЛЕКЕТ 

2. A ABC ЖЖ ЛЬ АА» A. HEEL ПЕНН: АВС 的 面积 一 定 
TOKCTE ELE AED 3 Z T ER ЕНА К Ж. 

3. dES] — TP SUBE Bl RE DIE TERR SE 2 PEH. 

4. £8 3E — i EXE, ,和 它 不 可 能 把 任何 面积 为 1 的 三 角形 放 在 其 
H. 证明: 能 把 这 个 多 边 形 放 人 面积 为 4 的 三 角形 . 

5. BAIA ABC 与 二 个 矩形 P.0、R, 垂 形 的 边 平行 于 两 个 固定 
的 方向 .三 个 抵 形 完全 盖 住 了 АВ,ВС,СА 三 条 边 , 证 明 : 这 二 个 矩形 
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^b PIE m Zx ABC. 

6. 在 边 长 交 20 x 25 的 短 形 内 ,任意 放置 120 个 单位 正方 形 .证 
明 : 在 矩形 内 还 可 以 脱 信 一 个 直径 为 1 РИЙ. 

7, 证 明 : 在 直角 坐标 平面 上 ,如 果 两 边 平行 坐标 轴 的 一 周 定 的 
正方 形 ABCD 边 长 大于 1, 则 这 一 正方 形 一 定 盖 住 了 一 个 整 点 . 

8.AABC 的 最 大 边 BC HOS JE o OE ют S АВС 的 最 小 圆 面 . 

9. X AABC 中 ,二 边 长 a, b,c Жа + b2 + сг <6.32 MF; BJ 1 
用 一 个 半径 为 1 КИЙНН {у [B] 3E S АВС. 

10. 平面 F 有 A.B, C.D 四 点 ,其 中 任意 两 点 问 的 距离 都 不 超 
过 1. 求 总 能 覆盖 这 四 点 的 最 小 圆 面 . 

11. 任意 剪 六 个 圆 纸 片 放 在 音 面 上 ,使 得 没有 一 个 纸 片 的 中 心 
落 在 另 一 个 纸 片 上 或 被 别 一 个 纸 片 盖 住 ,然后 用 一 个 图 钉 去 钉 这 一 
堆 纸 片 ,证 明 ; 不 沦 杀 尖 落 在 团 一 点 ,总 是 不 能 一 次 把 六 个 纸 片 都 条 
&. 
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eB TU WERE 


1. 抽 居 原理 ( 犹 利 克 定 原理) 的 最 简 形式 是 

原理 一 将 n +1 个 半 果 放 进 个 抽 民 里 ,那么 至 少 有 一 个 抽 
Л ЈЕ. 

更 一 般 地 ,是 

原理 二 {т +т»+- + m, l TERBO n AAEE, AE 
么 或 在 第 一 个 抽 居 里 至 少 放 有 mi + 1 个 苹果 ,或 在 第 二 个 抽 居 里 至 
少 放 有 mi CER,- REB п 个 抽 居 里 至 少 放 有 m. + 1 T 3E 
Ж. 

特别 地 , 当 m= mz=-…m, = m 时 ,原理 二 变 为 

原理 三 把 mr + 1 个 苹果 以 任意 方式 全 部 放 入 п 个 抽 展 里 , 那 
4 3d 4 m EUR ASIE m+ 143€. 

当 т = 1 时 ,原理 三 即 原理 一 ， 

以 上 统称 抽 层 原理， 

2. 存在 性 问题 是 数学 研究 中 向 遇 到 的 问题 . 当 问 题 仅 须 表 明 
^TETE' ,而 不 需要 衫 切 指出 其 体 对 象 ,也 不 需 杰 确定 把 存在 的 对 象 具 
体 找 出 来 的 方法 时 ,常用 到 抽 层 原理 . 

3, з ННН LER EGRE T He UIS НЧЕ Гор PI FR. , T VH eias FH f 
Rit JE 38 n] p ЖЕ FE Y IURI Ил fb 


B oz XS H 


881 有 51 只 小 昆虫 在 一 个 边 长 为 1 的 小 正方 形 内 .求证 :任何 
时刻 必 有 3 只 昆虫 在 一 个 半径 为 二 的 贺 内 . 
131 


ШЕВА 糙 单 位 正方形 分 成 25 个 过 长 为 5 Lit EJ JE , WoA = 


анан PI it ESE EM ARM HD eL 
而 我 们 作 一 个 与 之 问心 的 半径 为 了 的 圆 , 则 将 完全 覆盖 住 此 小 正方 
№ , 即 3 只 昆虫 位 于 该 圆 内 

例 2 证 明 : 从 和 胖 个 正 整数 中 , 必 可 找 出 两 数 使 之 和 或 差 可 被 
100 整除. 对 51 T IE SE REEL I f OE? 

解 EE SI HEURE GC AR 0,1, 7,50. 100 结尾 的 数 放 
ДААШ 0, 将 以 01 BE o9 £5 ЖЁН ДО A flat 1, 3504 02 sË 98 结尾 的 数 
ЖАНЕ 2, 8E FE, ИЩ ЖЖ 49 9X, 51 ЗВЕНО А ЯН ЛЕ 49 , 18 
以 50 结尾 的 数 放 入 机 民 和 .在 有 个 数 中 必 有 一 对 在 同一 抽 展 里 , 它 
条 的 差 { 若 其 末尾 相同 ) 或 和 (其它 情况 下 ) 以 加 结尾 , 即 可 被 100 Ж 

在 51 个 数 申 ,这 样 一 对 在 同一 抽 展 里 的 数 不 一 是 健在 , 刘 1,2, 
,50,100. 

з 在 3x4 的 矩形 中 有 六 个 点 ,证 明 其 中 
必 有 两 点 的 距离 不 不过 5.， 

证 明 将 3x4 的 扼 形 分 为 五 部 分 ,如 图 20- 

1, 则 六 点 中 必 有 两 点 落 人 同一 部 分 ,这 两 点 间 的 
距离 不 超过 Y5. 320-1 
例 4 El 391 9 "P ELARCP FER 10 4 


数 ,证 明 :其 中 存在 两 个 数 ,它们 相互 的 比值 e EA < <. 
分 析 “把 一 抽 尾 内 两 数 的 比值 限制 条 件 作为 构造 抽 屋 的 出 发 


Li 
жаль 中 


LER hb T UR 
253u[ emis — “Н ; 
4,5,6 放 在 同一 个 抽 忆 里 ; 
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7,8,9.10 Zr 4E [e] — T ELE B ; 

11,12,13,14,15,16 放 在 同一 个 抽 层 里 ; 

17,18,… ,25 放 在 同一 个 抽 屡 里 ; 

26,27,… ,39 放 在 同 -- 个 抽 民 里 ; 

40,41, :*,60 放 在 问 一 个 抽 屡 里 ; 

61,62,… ,91 YER] — T fRUREB 
这 样 一 来 , 共 构 造 了 95 Tii BEL ЕНК 10 个 数 , 必 有 两 数 出 于 同 -- 抽 
ЛЕ, aM ЗУ. 

例 5 а, БЕЗ, Н (а, Б) =1, 5 22, ИЕ: ТЕЕ 
х,у 使 得 

ах — by = 1. 

WEBB 考虑 a,2a, (b - Da XX b - ERR b 除 的 余数 ， 
显 见 不 包含 有 0. 车 余数 中 也 不 包含 有 1, 则 存在 正 整数 p,q, 满足 0 
<p<g<b, 合 pa= qa(mod b), X(a,b)= 1,0 blg- p AES 0 
<gq—- pcb, FA. ЛАП ЛЕШЕ Ж х, fE ах з= 1(пюа b), MFI 
整数 x、y 满足 ax=1+By, 即 ax - by=1. 

BIG apart, a, п 个 整数 (不 必 互 不 相同 ), 则 总 存在 其 中 
的 部 分 数 或 全 部 数 之 和 串 被 п 整除 . 

证 明 ”考察 以 下 n ГЇ: 

31 = G 52 — Ay + Ers" Sa = E t OS b U T+ ал, 
HAX п ЧСР Е п ERR , Ma Em ИЖ. ТИШ ix п RR n БН 
4 п -1 种 余数 . 故 存 在 s.s (p < Е sms, (mod n), AT 
$,— Sy 5 apa 0 7 0 G. 

E n |, ZG SIB v. 

例 7” 基 图 20- 2, 如 果 给 每 一 个 小 方 格 染 上 红色 或 蓝 色 . 试 证 
明 , 至 少 存在 一 抢 形 , 它 的 四 个 角 上 的 小 正方 形 同 色 ， 

分 析 看 起 来 格子 不 多 ,直接 验证 还 是 困难 的 ,因为 每 一 方 格 有 有 
两 种 染色 可 能 ,把 全 部 格子 染 完 将 有 2 种 可 能 情形. 先 考虑 第 一 行 ， 
根据 摘 屁 原则 至 少 有 四 情 同 色 , 不 芒 设 为 红色 .不 和 失 一 般 人 性 ,如 图 20 
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图 20-2 F 20-3 
-3, 可 把 第 一 行 左 边 四 格 看 作 染 上 红色 ,再 看 第 二 、 三 行 左 边 的 四 
Tí , 专 其 中 有 有 一行 中 有 两 格 红色 , 即 得 四 前 红色 的 矩形 ,和 否则 又 如 岁 
20 - 3, 每 行 左 边 四 格 中 至 多 有 -~ 格 染 上 红色 ,从 而 至 少 存在 两 列 , 第 
у= ЮТ ИЕ ТУЕ L {б,, БП ШЦ ЕТЕНЕ. 

Ив 九条 巨 线 中 的 得 ~- 条 直线 者 把 正方 形 分 成 面积 比 为 2:3 
的 两 个 四 边 形 .证 明 : 这 九条 育 线 中 至 少 有 三 条 经 过 同一 点 . 

证 明 注意 到 梯形 的 面积 等 于 高 和 中 位 线 的 / 

积 ,可 知 分 正方 形成 面积 比 为 2:3 的 两 个 四 边 形 ( 即 

榜 形 或 矩形 ) 的 每 条 直线 都 把 正方 形 的 一 条 对 边 中 
点 连 线 分 成 2:3. 这 些 直线 与 正方 形 两 组 对 边 连 线 的 

ZAHA 4 个 .如 图 20 -4 所 示 . 分 正方 形 的 一 组 对 

边 中 点 连 线 的 点 共有 4 个 ,而 直线 有 9 Ж, НИВА gaa 
原理 , 至少 应 有 三 条 直线 过 这 些 点 中 的 某 一 个 ， 

例 9 一 个 体育 代表 团 共有 997 名 运动 员 ,他们 着 装运 动 服 上 的 
号码 数 两 两 木 相同 ,但 都 小 于 1992. 证 明 ; 至 少 有 一 各 运动 员 的 号 码 
数 恰 等 于 另外 两 名 运动 员 的 号 码 数 之 和 . 

ШЕН BR 997 名 运动 员 的 号 码 数 依 小 到 大 排列 是 ху < x> < хз 
«Ux хот ,其 中 每 个 数 都 小 于 1992. HAE 25 X5 Хр, Ху 一 XI, 17, Xgg7 
-xl 共有 9906 个 数 ,它们 也 都 小 于 1992 ,总 计 共 有 1993 个 小 于 1992 
个 数 .根据 抽 导 原理 ,其 中 必 有 两 数 相等 ,但 z x CE EL n - xi 
= x; — x BX H BEIEX T EM x, 与 x — x 相等 . 

H nal fx, = ху + x, 表明 怡 有 一 运动 员 号 和 码 x, 等 于 另 两 运 
动员 导 码 xi 与 x, 之 和 

当 =] 时 ,好 x; - х= жү. Ж X x, - x, Ж: 1992 个 数 , 其 
ЇЕ ЛУР 1992 ,根据 抽 屠 原理 ,它们 之 中 仍 至 少 有 两 个 相等 ,并 且 只 
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能 是 某 个 号 但 x, Ej x, – xps k. Вр x, = x+ 和 ,这 时 ,可 证 3 
=]. x, = ху + xr HEH) x, = x TRA. AE, RA jas sn 510 x, 
Ie ЗР F in PIG S Ds SER RE a, 与 x, 之 和 ， 

综 上 所 述 , 偷 题 获 证 ， 


1. 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 训 兽 5 个 点 ,求证 ;其 中 至 少 有 两 
А.Н. 

2. а, В, с, УМ b — a.c— a, d- a,c— Б, а 
-b,d- e HERT 12 整除 . 

3. 至 回 六 点 两 两 机 连 , 连 线段 江上 红色 或 蓝 色 .证 明 至 少 存 在 
一 个 同色 三 角形 ， 

4. АЯПЕ Ж Y eye 满足 aj «a; «cnr < арп, H k > 
LH Loeb EHE asas SERE а-аа 

5. Ёа ETE A 6 TB (EZ Ж a Е), БИЕН: G. 


能 找到 三 点 , 便 得 这 一 点 为 顶点 的 三 第 形 的 内 角 中 有 不 超过 309 H 
ff. 

б. ЕАН: E FEE T uh rh ШУТЕР 32 X12821 , БИ lB] 85 
OB NT T. 


7. E SP ihi E 25 Tr kx В — EREB rh Б] ex ER 
m |F 1. 求证 :可 用 一 个 半径 为 1 的 圆 盖 化 其 中 13 个 点 . 

8. 其 班 一 次 数学 课 上 ,老师 出 了 2 道 选择 题 , 按 规定 做 对 得 2 
分 ,不 懂得 1 分 ,做 错 得 0 分 ,老师 说 ,可 以 肯定 全 班 同 学 中 至 少 有 5$ 
名 同学 每 题 得 分 数 痢 料 朵 ,请 回答 这 班 学 生 至少 有 多 少 人 ? 

9. 设 有 4x28 个 八方 格 ,给 每 个 小 方 格 都 江上 红 . 蓝 、 黄 三 种 颜 
(а у — Е. 试 证 明 : 至 少 人 存在 一 个 年 形 , 筷 的 凸 个 角 上 小 正方 形 问 
ё. 
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10. 考察 所 有 形 如 x+ уу, Н x Шу к ez sta KT 
1993 ВЈ Ж. d 在 这 些 数 中 一 定 存 在 一 个 数 xo + vo 42, bh i 


其 中 X0: Yn ASA. 


| xg + у 21 © inna ans 
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第 二 十 一 讲 ”操作 问题 


L 遂 常 我 们 讲 操 作 问 题 主 要 是 指 那 些 给 出 一 个 初始 状态 ,然后 
按照 一 定 的 规则 操作 ,要 求 我 们 对 操作 的 结果 进行 探究 的 问题 , 这 类 
问题 贡 绚 售 着 水 符 不 变量 避 呈 现 茶 种 规律 性 ,只 是 这 种 不 变量 与 规 
律 较 脸 琶 , 发 据 出 不 变 贡 或 规律 性 则 如 抓 住 了 和 牛 和 看 子 , 也 就 抓 住 了 解 
决 问题 的 关键. 上述 :类 问题 可 看 作 单 人 操作 问题 ， 

2. 有 一 类 问题 走 双 人 拘 作 的 癌 题 :4 通常 先 操 作 , 除 此 之 外 ,4、 
B 必须 遵循 相同 和 的 规则 ,各 自控 求 取胜 的 策略 .此 类 问题 又 称 双 人 对 
来 问题 . 

配对 是 双人 对 荣 中 较为 弟 用 的 致胜 策略 .在 分 析 问 题 ,探求 取胜 
策略 过 程 中 注意 灵活 运 用 特殊 到 一 般 、 道 推 等 思想 并 法 ， 


网 题 精 讲 | 


例 ] 1995 x 1995 i) e k 8T T UL H D Т £6, К Pj i 
颜色 :红色 或 白色 ,多 许 你 进行 改色 操作 ,规则 是 : 任 选 其 中 -- 行 ,把 
这 一 行 各 格 的 颜色 统一 描 成 这 一 行 中 色 数 较 多 的 那 种 色 . 对 任何 -- 
列 也 可 以 这 么 改色 ,得 改 完 一 - 行 或 一 到 的 颜色 ,叫做 “操作 一 次 ” ,| 问 ]; 
有 限 次 操作 后 ,能 不 能 使 全 部 方 格 同 色 ? 

解 ” 先 对 每 一 列 进 行 这 样 的 “操作 ”,1995 次 操作 之 后 ,每 列 玫 
变 成 一 色 了 ,这 时 ,如 果 全 部 方 格 盘 已 同色 ,问题 就 有 了 肯定 的 答案 ， 
否则 ,这 于 万 格 舟 成 为 1995 个 同色 的 紧 条 , 且 紧 条 不 全 同色 ,这 时 再 
对 每 -行进 行 这 样 的 操作 . 因为 每 一 行 有 1995 个 格子 ,是 奇数 ,所 以 
每 一 行 中 一 定 有 多 数 格 是 一 种 色 , 少数 格 是 另 --- 种 色 . 实际 上 这 
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1995 行 的 “结构 "是 完全 一 样 的 ,四 此 ,对 每 行 顺 次 "操作 ”之 后 ,所 有 
方 格 都 问 色 了 . 

例 2 黑板 上 写 着 2000 个 数 1,2,…,2000, 每 次 允许 擦 去 是 个 数 
a,b(azb,i S F a -by ab, 虽 这 三 个 数 , 如 此 进行 8000 次 后 
得 到 10000 个 数 , 问 : 这 10000 数 能 否 小 于 5007 

E уа + = (a - 0)? + С ab. + (М ab 7, 所 以 黑板 上 所 
有 数 的 平方 和 是 始终 不 变 的 , 又 一 开始 时 ,所 有 有 数 的 平方 和 为 

2.2 632 + +20007 


x 2000 x 2001 x 4001 


22.666-- x 10 22.5 x 10 = 500 x 10000. 

АХ E КАСИЕЛ 10000 个 都 小 于 500 的 数 ， 

з 有 三 堆 石 子 的 个 数 分 别 为 19,8,9. 现 在 进行 如 下 操作 :每 
次 从 三 堆 中 的 任意 两 堆 中 分 别 取出 1 个 石子 ,然后 把 这 2 个 石子 都 
加 到 男 一 堆 上 去 ,试问 :能 否 经 过 若干 次 这 样 的 操作 使 得 

(1) 二 堆 的 石子 数 分 别 为 2,12,22; 

(2) 三 堆 的 石子 数 均 为 12. 如 果 达 到 要 求 , 请 用 最 小 的 操作 次 数 
完成 它 ,如 不 能 达 别 ,说明 理由， 

解 (1) 能 达到 ,最 少 经 过 六 次 操作 : 

(19,8,9)—(21,7,8) 0 (23,6,7) 0 (22,5,9)  (24,4,8) — (23, 
3,10)—(22,2, 12). 

因为 最 少 一 堆 从 8 个 到 2 个 ,至 少 要 经 过 6 次 操作 , 故 不 可 能 比 
6iX Ë P. 

(2) ВЕЖ 8). HF CBE HU , BHH ft f R uk LP, А ЛИ 
2, 不 妨 写 为 

(a.b,c)-*(a-l1,b-1,c*42), 
若 a,5,c 被 3 除 的 余数 均 不 同 , 则 操作 后 a 1,0 - 1, c + 2 8 
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了 除 的 余数 也 不 相同 .由 于 19,8,9 被 3 除 的 余数 依次 为 1,2,0, 而 
12,12,12 被 3 除 的 余数 为 0,0,0. 所 以 不 可 能 . 

例 4 在 nxa 的 方 格 盘 中 ,把 其 中 站 -1 个 方 格 染 成 黑色 ,其 
余 广 格 不 染色 , 染 完 后 ,人 允许 按 下 述 操作 把 菜 些 未 染色 的 方 格 染 点 
E ,规则 是 ;只 要 是 某 个 未 染色 的 方 格 与 两 个 黑色 方 格 相 邻 (如 果 两 
THRE- RAHA ,就 称 这 两 个 方 格 相 邻 ) sap h SE y. Pt 
问 : 按 这 种 规则 操作 下 去 ,能 否 把 整个 棋盘 全 如 成 黑色 . 

分 析 最 初 只 知道 n - 1 个 方 格 是 黑色 ,并 不 知道 它们 怎样 分 
布 ,因此 按 方 格 的 位 置 进行 论证 不 方便 

换个 角度 ,考察 初始 状态 以 及 最 后 期 望 的 目标 状态 的 差异 .开始 
时 n 一 1 个 黑色 方 格 区 的 总 周 长 不 超过 4(n - D, e 个 黑色 方 
格 区 的 总 周 长 是 4n. 

每 一 次 染色 后 ,虽然 多 出 一 个 黑色 方 格 , 但 是 在 这 次 染色 前 后 黑 
色 方 格 区 域 的 总 周 长 不 会 增加 .也 就 是 说 ,不 论 如 何 染 色 , 订 有 的 不 
超过 4(n -1) 的 总 周 总 长 永远 不 会 扩 太 . 这样, 不 可 能 达到 4n. 即 是 
说 不 可 能 使 全 部 方 格 都 变 成 黑色 . 

例 5 黑板 上 写 着 1~ 100 这 100 TH WE H Z W A ЖН 
字 划 去 ,每 次 每 人 划 去 1 个 , 竺 最 后 剩 下 两 个 时 ,如 果 这 两 个 数 互 质 ， 
甲 胜 ;如 果 不 正 质 , 乙 胜 , 问 : 谁 将 获胜 ? 

解 ” 这 个 游戏 甲 . 乙 冯 方 谁 后 划 谁 将 有 必 胜 的 方法 . 

如 果 甲 后 划 , 他 可 将 这 100 T ICE Zr S 28 101,22, (3,40, (5, 
6) (99,100) ,不 论 乙 划 去 哪个 数 , 甲 就 划 去 与 之 同 组 的 那 一 个 ， 
这 样 划 下 去 ,最 后 剩 下 的 两 个 数 是 同 组 的 , 必 为 相 邻 的 两 个 自然 数 ， 
当然 是 互 质 的 . 

如 果 乙 后 划 , 他 就 只 划 去 奇数 ,并 将 3 与 9 这 两 个 奇数 尽量 保留 
到 最 后 .如 里 甲 在 前 48 次 中 划 去 1 个 或 1 个 以 上 奇数 ,那么 乙 可 将 
所 有 剩余 的 奇数 都 划 去 , 剩 下 两 个 偶数 自然 不 互 质 ;如 果 甲 49 次 都 
划 去 蛋 数 ,那么 乙 前 4 次 可 划 去 除了 3 与 9 外 的 全 部 奇数 ,种 物 次 
划 去 剩 下 的 最 后 1 个 倘 数 , 剩 下 两 个 自然 数 为 3 和 9, 不 互 质 . 所 以 不 
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ERE. kx us IARE. 

pilo 息 ,. 乙 两 人 进行 下 面 的 游戏 : 

两 人 先 约 定 个 整数 М.Б, Н ЕЕ, ЛЕ 0.1,2,3,4.5, 
6,7,8,9 十 个 数 之 - :' 填 人 下 面 任 … 个 方 格 中 、 
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每 一 方 格 只 十 一 个 数字 ,六 个 方 格 都 填 上 数字 (数字 可 重复 ) 后 ,就 形 
成 一 个 六 位 数 。 如 果 这 个 六 位 数 能 存 N рк, В C HE; ЭХ T 
六 位 数 不 能 被 N EIS, ЭЖЕШ. 

如 果 NE 5,25 N ELIZ, Z Bë НЕЕ? 

分 析 МАЙДА O H s| ЛЕВ h Л REOR T Testa ( TERRE] 
个 位 ) ,就 使 六 位 数 不 能 被 N 整除 , 乙 不 能 获胜 , N = 5, 甲 本 以 在 六 
位 数 的 个 位 结 上 一 个 不 是 0 或 5 的 数 , 甲 就 获胜 .上 向 已 经 列 出 乙 椒 
能 获胜 的 的 取 值 . 

ШЖ NIBIL Z yaki. 

ШЖ А = З 9, ЛБА 7 (X E К — T SHE, Q ДЕНЕШ У 
“ЖШ, ЛУ ЗАУЫ o 的 整数 倍 , 央 此 , 乙 必 能 获胜 . 

考虑 N =7,11,13, ÆA] 1001 =7x1]x13, 乙 就 有 一 种 必 胜 的 





四 法 : 
我 们 从 左 往 右 数 这 六 个 格子 ,把 第 一 与 第 四 .第 二 与 第 开 . 第 二 
与 第 六 配对 ,四 在 ~-- 对 格子 的 一 格 上 填 某 一 个 数字 后 , 乙 就 在 这 -一 对 
格子 的 男 一 格 上 十 同 祥 的 数 宇 ,这 就 保证 所 填 成 的 六 位 数 能 被 1001 
糙 除 .这 个 六 伺 数 ,能 被 了. 或 13 整除 , 乙 就 能 获胜 ， 

£x LR BE I AEBERII М 1,3,7,9,11,13. 

例 7 绚 张 扑克 牌 . 两 个 人 轮流 拿 牌 ,每 人 每 次 只 能 拿 1 张 到 4 
张 , 谁 拿 到 最 后 一 纺 谁 回 。 问 先 拿 牌 的 人 怎样 才能 保证 锋 胜 ? 

分 析 问题 在 于 为 确保 获胜 , 先 拿 牌 的 人 每 次 拿 牌 应 焉 循 一 个 
什么 样 的 规则 , 设 甲 先 拿 . 甲 欲 效 竹 ,就 必须 最 后 给 乙 剩 玉 1 张 牌 .为 
达到 这 个 目的 ,四 在 倒数 第 二 次 拿 后 MALA FEDR? 因为 
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CX S BER 4 张 ,最 少 能 拿 1 5K ВТЕР EURO 6 张 .这 时 乙 拿 | 
张 , 则 币 拿 4 张 ; 在 乙 合 2 张 , 则 甲 拿 3 张 ; 若 乙 合 3 张 , 则 币 拿 2 К; 
Tr 38 4 3K, ШЕННЕ 1 张 ,总 之 最 后 给 乙 剩 下 1 张 牌 .那么 怎样 才能 
给 乙 留 下 6 张 牌 呢 ? 由 于 6+S5= 311, 甲 只 需 在 倒数 第 二 次 拿 牌 后 绽 
c F 11 张 牌 就 够 了 . 乙 存 全 张 , 则 由 就 拿 5- x sk xx ESCAS C 
P F r БЗК. 

WEEER ЙЕ, S пу ій, НАКЕ, MER И F ДОНЕ ( 2 H JI 

1,6,11,16,21,26,31,36,41,46,51 
Ж AJE, ЈЕНЕ ЗУКО Е 51 5K) ,然后 如 果 乙 拿 x 5É ДЕН 
f 5- x 张 , 即 总 使 两 人 每 次 一 共 拿 5 张 牌 ,这 样 乙 每 次 拿 牌 时 面临 
的 张 数 为 

51,46,41,36,31,26,21,16,11,6, 1. 
Em СИС EKE. 

例 8 给 定 一 个 面积 为 1 的 三 角形 POR, 甲 到 一 点 XE РО, 2, 
ВХ VC QR, 四 再 又 取 一 点 ZE PO. H # B A XyZ IE F Bi 
X ft BE НЕВУ XYZ 面积 最 大 为 多 少 ? 

解 ” 如 图 21 -1, 背 乙 取 点 了 使 YEW PR. 
则 


SAxyz7 Sax 





PO pg?) ЗАРЖ 821-1 


53 — 1 BL EH X LZ 分别 是 过 РО. РЕ 中 点 , 则 
] 
9 A XVZ T4 
i BOR B Bb RE F A XYZ ШЛАК у | 
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о 4 先 划 去 数 0,1,…,255,256 PEY +, B REM Ж F $£ rh 
划 去 任 半 个 ,接着 4 НАЯ P РЕ 2 个 ,如 此 继续 下 去 ,直到 
最 后 BREZ =1 个 数 .此 时 剩 下 两 数 若 为 a,8,8 На -51 元 
给 А.А 怎样 才能 得 到 尽 可 能 多 的 钱 ? B 怎样 才能 付 尽 可 能 少 的 钱 ? 
如 果 酚 人 都 采用 正确 的 策略 ,4 能 万 多 少 ? 

St ”以 下 证 明 4 可 得 到 至 少 16, B 可 使 4 至 多 得 到 16. 

A 每 次 操作 划 去 从 左 至 右 第 偶数 位 数 , 则 4 第 1,2,3,4 次 操作 
后 , 相 邻 数 的 差距 分 别 至 少 是 2,4,8,16. 

В 每 次 操作 划 去 前 面 若 干 数 或 划 去 后 面 知 干 个 数 , 可 使 他 第 1， 
2,3,4 次 操作 后 .最 大 数 与 最 小 数 的 差分 别 至 多 是 128 ,64 ,32,16. 

故 在 两 人 都 采取 正确 策略 的 前 提 下 ,4 ВЕЖ 16 元 . 


Жж > — + — 


1. f#E—sK K: 2: JE sk PPE BS m ЕРА А.Ж ЖЕЛИНЕ), fie ra n] tl 
是 5 分 的 ,2 分 的 或 1 分 的 ,每 人 每 次 放 一 个 ,硬币 之 癌 不 能 相 磁 , 叉 
ААБ , S6 91 A HEISE, CE BERE TEETE Df ,试问 :是 先 放 者 获胜 
YR аЙ SK HET 

2. 4 — 10 x 10 892r d e ТЕЧ АК RSS xx EUG — TUER 
ЕПЛ ОВО Е, ЦВЕ РГЕ ВА э, ЯЦА, 
但 要 求 每 次 所 移动 的 距离 大 于 对 方刚 才 所 移 的 距离 . 如 果 谁 不 能 再 
按 要 求 移动 丁子 , 谁 即 告 输 , 试问 :在 正确 的 玩法 之 下 , 谁 会 赢 ? 

3. 一 个 女人 说 与 一 个 男人 以 依次 作 正 二 十 四 边 形 的 对 解 线 ,要 求 所 
面 的 对 角 线 互 不 相交 , 淮 夯 下 最 后 一 条 这 样 的 对 铅 线 谁 斌 胜 ,女孩 第 
一 个 开始 而, 回 :这 女孩 应 该 如 何 画 才能 得 性 ? 

4. 一 堆 火 柴 有 3000 根 , 甲 乙 二 人 轮流 取 火 柴 ,每 区 只 允许 生出 
2*(k =0,[,2…) 根 火柴 ,由 申 先 取 . 谁 到 最 后 一 要 火柴 谁 胜 , 癌 : 谁 
将 取胜 ” 

S. 设 正 整数 п 为 奇数 ,首先 在 黑板 二 写 数 1,2,…,2n ,每 次 媒 
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作 擦 去 任意 两 个 数 a,b, HELA a- 651, 这 样 操 作 下 去 。 试 证 明 
最 后 剩 下 的 数 是 一 个 奇数 . 

6. 圆周 被 等 分 为 6 段 听 ,将 数字 ,],0,1,0,0,0 按 硕 时 方向 依次 
写 在 每 自 弧 上 。 人 允许 将 相 邻 的 两 个 数 同时 增加 1。 癌 :是 否 可 能 使 
所 有 数 都 变 成 相等 ? 

7. 一 间 房 子 里 有 若干 个 人 ,每 人 至 多 认识 其 中 3 个 人 ,证 明 : 可 
以 让 一 部 分 人 搬 到 另 一 间 房 子 里 ,使 得 每 个 人 在 自己 的 房子 里 到 多 
认识 上 个 人 . 

8, 取 下 整数 7 党 的 首位 数字 ,然后 把 它 加 到 剩 下 的 数 中 .这 个 
过 程 重复 进行 直到 最 后 得 到 一 个 十 位 数 .证 明 ; 这 个 十 位 数 中 必 有 两 
个 相同 数字 . 

9. 在 正方 形 的 顶点 处 放 上 火柴 ,开始 在 某 个 项 点 处 放 1 根 火 
柴 , 其 它 三 个 顶点 空 着 ,允许 我 们 从 某 个 顶点 移 走 任意 根 火柴 , 然 
在 它 的 一 切 相 邻 顶点 处 放 上 火柴 ,其 根 数 之 和 等 于 移 走 的 两 倍 , 是 否 
可 以 经 过 若干 次 这 样 的 操作 ,使 各 顶点 处 的 火柴 根 数 ( 依 顺 时 和 针 向 或 
ЖАН ET UT T3 223 1,9,8,9? 

10.5x 7 BJ y EE k PJ ЕНН, TT ] ИО 
ЛЕЖИТ, АЛАНА, пр Ee LANE 
以 同 下 或 向 左 或 向 左下 方 把 模子 走 入 另 一 一 个 格 —-1-H- H1 
内 .例如 , 走 棋 者 可 以 把 棋子 走向 AB CAZ 站 | үү, |] 
一 格 ( 如 图 ) .游戏 规定 ,把 棋子 走 人 左下 角 工 那 
小 方 格 者 是 胜利 者 . 问 : 先 走 模 者 ,还 是 后 走 棋 者 
有 必 胜 策略 ? 







(58 108) 
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第 一 十 一 讲 ”从 特殊 性 看 问题 


MN iR ы M) D y E 


1. 从 特殊 性 看 问题 是 -个 十 分 重要 的 数学 思想 方法 ,归结 起 
来 ,可 以 大 繁 分 为 运用 极端 原理 看 问题 和 从 简单 情形 看 丫 题 . 

2. 所 月 极 奖 原 星 , 傈 单 地 说 ,就 是 舍弃 址 复 的 一 般 情形 ,直接 抓 
住 全 体 对 象 的 极端 情形 ,或 全 体 对 象 中 具有 极端 性 质 的 某 个 对 象 加 
以 研究 , 求 取 问题 答案 的 方法 . 

3. 老 一 于 数学 家 华罗庚 教授 不 止 一 次 此 指出 :“ 要 善于 ' 退 ', 足 
够 邮 退 ` ， 退 "到 最 原始 而 不 失去 重要 性 的 地 方 ,是 学 好 数学 的 一 个 
Em 

以 简单 信 形 作为 考察 问题 的 起 点 的 目的 之 一 是 为 了 从 简单 情形 
中 寻求 启示 ,再 以 所 获取 的 启示 作为 钥匙 ,打开 问题 的 答案 之 门 , 当 
我 们 所 过 到 的 问题 较为 复杂 ,而 一 时 无 从 下 手 时 , 常 可 采取 这 种 方 
法 , 先 考虑 一 些 较为 简单 的 .易于 下 手 的 情形 ,通过 它们 摸索 出 一 些 
经 验 或 对 答案 作出 一 些 估计 与 猜想 ,然后 再 设法 解决 问题 本 身 ， 

以 售 单 情形 作为 考察 问题 的 起 点 的 另外 两 个 重要 作用 则 是 在 茶 
种 情形 下 它 可 以 成 为 通 冲 复 灯 问题 解决 的 阶梯 或 为 一 般 情形 的 解决 
提供 对 比 ， 


py gà FÉ Vt 


例 1 CHA юка Т, {Тш ЕК D ESTE BUS. 1. ur 
85 ; nf LÁ rp doce T SK Us SCERBE IL ACE ,使 得 它们 的 面积 之 和 不 
IMP. 
分 析 如果 这 ОК К Н H ASE, ЯК А Te UR fa e E BI. 否则 
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10 张 圆 纸 片 彼 此 有 有 相互 重 委 的 情形 . 毫 无 疑问 ,要 挑选 合适 的 圆 , B 
пек Д, ХЮ НОО, На rn. ВА TS IE I 
p ыи Ун. 000, K E < dr ë B B Te ЕНА 
FH S, 9B Z, 

Sarry -Irion 1. 

EAR КЕЛШЕ р ЗГЕ ВА H 8829 0 0, THER, 
ЫЕ ОНКИ O0 REFA г, 0 0» 及 其 与 
之 上 重合 的 圆 纸 片 所 闵 住 面积 为 S; , 同样 

2. 32 
лт ® д. 


因此 类 推 ,至 多 9 次 ,有 


此 时 mri+ nt +ai to tU to =лу. 


这 样 ,我 们 可 挑选 @ 0 ,@ 02, © б, ЕТИКА РО. 
H (E IE CR. 

本 例 说 明 ,在 不 改变 问题 实质 的 前 提 下 ЖЕШ IPS LAGE Н ДЕ 
端 情形 明确 化 ,中 人 到 解决 问题 的 条 件 行列 中 去 ,可 以 起 到 举 足 轻 芋 
的 作用 ,这 焉 是 极端 原理 的 一 大 可 贯 之 处 ， 

#2 车 于 人 聚会 ,其 中 某 些 人 彼此 认 误 ,已 知 如 果 基 两 人 在 聚 
会 者 中 有 相 阅 数 目的 熟人 , 则 他 俩 便 没 有 共同 的 熟人 .和 证明, 共聚 会 
者 中 有 人 至 少 有 1992 个 熟人 , 则 必然 也 有 人 怡 好 有 1992 个 熟人 . 

证 明 考虑 (聚会 者 中 ) 筑 人 最 多 的 某 个 人 (如 这 样 的 人 不 止 一 
个 , 则 任 取 其 中 一 个 ) , 记 为 4, 设 4 ЖАДА 个 人 ,这 些 熟人 为 Bi, 
Bao, B, AF Bi, В, ``, В, 中 和 任 网 人 8B; 与 Bi 都 淮 识 4, 即 A 是 他 
俩 的 共同 熟人 , 依 题 设 B. 与 8B; 的 熟人 数目 不 等 .此 外 , В,, Boon, 
B, 的 熟人 数目 均 不 会 超过 nm ,于 是 他 们 的 熟人 数目 恰好 为 1,2,…， 
n. AAA EDIR 1992 个 人 ,这 意味 着 n > 1992, 0X 1992 在 上 述 
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数列 中 出 现 , 于 是 В|, By,…,B, 中 ,有 人 恰好 有 1992 个 熟人 ， 





例 3 沿 着 一 条 环形 公路 分 布 着 一 些 加 油 4 

站 , 现 知 各 站 的 储 油 总 量 刚好 够 一 辆 汽车 环行 

一 周 ,但 每 一 站 的 储 油 基 未 必 够 它 到 达 一 站 . J 
ШЕК I AERA a ЖИН E, JO 
证 明 : 汽 车 -~ 定 可 从 某 个 储 油 站 出 发 ,利用 这 {| УЛ 


些 油 环行 一 周 后 回 到 出 发 点 。 
分 析 ”如 图 2 - 1, 假定 汽车 循 道 时 轩 方 

向 环行 (对 循 顺 时 针 方向 可 作 类 似 考 虑 ) ,将 这 Е 22-1 
些 储 油 站 记 有 Ау, Aot А, РВЕ ЕЕ KOK B PETER 
状 公路 上 ,将 A; 的 鱼油 量 与 汽车 由 该 站 到 达 下 一 站 所 需 油 量 之 差 记 
fE b, F SME Б, bs b= 人 0. 现 自 访 起 ,逐个 累加 这 些 差 数 ， 
得 到 累计 数 B. ,五 B, 如下: 

Ву = bi, 

B, =b, +b, 


В, = фу bito + b 


Во = i+ b,+ "+ b, = 0. 

Ub B, 是 这 些 累 计数 中 的 最 小 值 , 则 有 В, = B, S0. SUR. В, =0, 则 说 
明 汽 车 日 4 出 发 , 即 可 利用 这 些 油 , 道 时 针 环 行 一 周 .如果 В, <0, 
那么 汽车 就 应 当 自 А, 出 发 环行 ,因为 由 Bo 的 最 小 性 ,不 难 验证 , 自 
A, 开始 所作 b; 的 案 加 的 结 条 都 非 负 , 从 而 说 明 汽车 可 以 利用 这 些 
油 , 目 А, 出 发 逆 顺 针 环 行 一 周 后 回 到 A, 

例 4 平面 上 有 5 个 点 ,连接 其 中 任意 两 点 的 直线 都 含有 其 中 
H- -个 点 .证 明 这 rn 个 点 共 线 . 

证 明 假设 所 有 的 点 不 共 线 .过 了 所 有 的 点 对 作 直 线 , 并 考虑 所 有 
的 点 与 所 作 直 线 之 加 非 零 踪 离 ,因为 这 些 虽 离 尽 有 有 限 多 个 ,所 以 至 
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少 有 一 点 4 与 一 条 直线 ? EREI BIBE BI E 
小 ,在 直线 2 LER AHR 22 -2), 由 于 让 
线 ?8 至 少 含有 给 定 的 点 中 的 三 个 点 ,所 以 总 有 两 
TA, CETERA e РА H AAW, Т А. 
RSAC HS B 介 于 点 片 与 C 之 间 , 其 中 不 排 
斥 呈 与 问 重 合 的 情形 .于 是 ,如 果 Bk S uM x 22 
直 于 直线 4C, 则 和 从 BKC- 2. НИС, ШАМ УА Я), 


HM: BC 
BK = HC = HM = НА. 


ВН А 到 直线 # ВАТТ А ДЕҢ AB). ЛА. ПН X. 

例 5 在 同一 平 商 上 ,有 点 4 和 点 已 ,一 个 人 从 点 Р 开始 ,向 А 
直线 前 进 , 到 达 点 4 后 ,向 左 近 90. 继续 直线 前 进 . 走 同样 长 的 距离 
达到 一 点 P, ,这 样 ,我 们 说 这 个 大 完成 了 一 次 关于 点 A 的 左 转弯 运 
动 ， 

平面 上 四 个 点 4 .B.C .D 是 --… 正 方形 的 四 个 顶点 , 男 一 点 P EE 
Bi DIO Z:H Е 22-3. — T A Mu p 出 发 , 先 关 于 点 4 作 左 转 
下 运动 ,到达 一 点 已 ,接着 从 点 Р, А Тун, BEERS j= ЫП 
达 一 点 P. ,然后 依次 关于 点 C.D.A .8… 连 续 地 作 左 转弯 运动 . 作 过 
11111 次 左 转 弯 运 动 后 ,到达 点 Q p] Q 距离 出 发 点 PP 有 名 少 公里 ? 


8 4 4 
| ~ 


> 
| P, 





HB 


"P РР) 

C D C D 
E 22-3 Ë] 22 - 4 

分 析 ”我们 可 以 作出 从 已 开始 的 第 1 次 ,第 2 次 ,第 3 次 ,第 4 

次 左 转弯 运动 图 形 , 如 图 22- 4, 至 此 发 现 , 此 人 回 到 了 原 地 , 即 P. 

与 疡 重合 .事实 上 易 得 
АА APD ^ ABP uA ВР, Сул A DPD C.O A DP. A. 
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jx eU], А hH ХРА. В.С. РЕ 90275983 35 sn, 
SK V [HET Y aR. XA IEIR (SELL 1llli=3(mod4) , 8. Ping = Pa, 
pU 
ppy=v РР + DP? = 2ЮР. 
IM pp = 10 AE, ki PP3=10y2 公 里 . 即 为 所 求 . 
以 上 通过 对 最 切 最 简单 情形 校 举 ,从 而 归纳 出 周期 性 重复 各 律 ， 
问题 得 到 解决. 
б ЕЙ: ААР 
N=11%1 22-25 
(n- 1) nn 个 
的 数 是 完全 平方 数 . 
分 析 “一般 包含 在 特殊 之 中 .为 确定 N 的 -- 般 形式 ,可 先 考察 
最 简单 情形 : 
n = 184, А = 52; 
=2 Rf, N = 35; 
n =3 Hf, N = 335; 
n = 4 B|, N = 33352; 


至 此 ,猜想 N233-:35-2(7 7. 
—  —, z 
(a-l) 
3X Ec TE (| it — ТЕВЕ АЈА s. 
М= ПЕЕ 22-57-25 
k 7 „і 
(nD 个 x 个 
=10 l 4 1072. + 101 12-107 22:107 + 
+2'10+ 5 
= 10% C107] + 10^ 77 e 2100 + 2C(I10^ 2 1077! +10) + 5 


- ior! - D «2:977 21) +5 


= (02.42: 10" +5) 
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H F10 534089 ZZ I, 3:10" 15, М 为 完全 平方 数 . 

例 7 bUER 1987 表 成 若 于 止 整数 的 和 ,使 这 些 正 整 数 的 积 最 大 . 

分 析 把 1987 表 成 若干 正 整数 的 和 的 情形 很 多 ,直接 一 一 列举 
是 难以 实行 的 , 述 是 占 到 最 简单 的 情形 进行 考察 . 

数 2: 只 能 表 成 1+1, 介 1x1l<2, 这 说 明 不 如 本 变 . 看 来 从 原来 
的 数 中 分 出 1 是 不 合算 的 ,这 种 情形 不 得 于 以 考虑 ; 

数 3: 不 刘 不 变 ; 

数 4: 表 成 2+2, 因 2x2=4, 故 变 与 不 变 无 区 别 ; 

Er5:3€85 24 3, 8 2x 326» 5, IRL E КІНА 6; 

Ж б: 323,0] 3x 329, 

表 成 2+4, 则 2x4=8， 
表 成 2+2+2, 则 2x2x2=8. 

后 二 种 情形 可 归结 为 一 :种 情形 , 积 的 最 大 值 是 9, 可 着 出 表 成 3 
个 2 的 和 不 如 表 成 两 个 3 的 和 和 . 

数 7: 表 成 2415,5 应 继续 表 为 3+2, 可 见 积 的 最 大 值 是 3x 2^ = 
12; 

数 8:31, 2 6,3 5. PEE 6.5 继续 去 成 若 十 2 与 3 的 科 . 此 外 
迹 名 表 成 44+4 也 可 继续 表 成 若干 2 的 和 ; 

经 过 以 上 较 举 ,可 以 猜想 到 :和 欲 得 所 六 ,应 该 把 该 整数 表 成 在 干 
个 2 或 3 的 和 .以 下 转 为 一 般 性 论证 . 

首先 把 1987 表 成 若干 正 整 数 的 和 , 窝 使 积 最 大 ,这 些 加 数 均 不 
超过 4, 否则 不 妨 设 存在 一 加 数 x ,x 4. HEB x 表 成 2+ (x - 2). 

2:(x-2) 22x -A- x *(x-4)» х 

积 将 增 大 ， 

其 次 我 们 可 将 4 表 成 二 个 2 的 和 , 且 应 将 三 个 2 的 和 表 成 二 个 3 
的 和 和, 即 加 数 中 的 2 的 个 数 不 宜 超过 2 个 . 

因此 ,应 将 1987 表 成 661 个 3 和 二 个 2 的 和 ,所 有 求 积 的 最 大 值 为 
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4-369! 

КЖЕ НЕ SHESCKT AARI N.B N = 3m( m 为 
ТЕ ОН ,所 求 积 的 最 大 值 为 3";A=3m+10m 为 正 整 数 时 ) ,所 求 
pipe fü a4377':N-23me2(m 为 零 或 正 整数 村 ,所 求 积 的 最 
大 值 为 2:3". 

Hs ЖЕ ЖЖЖИ ЛЕП T 7T BE TH Z Jill. 每 市 派出 甲乙 两 个 
КА, ЖЖ ЕЗ], BÀ, Zr Н] 38 3€ — 95, 3E H [ed ic rH BJ) PS ВА > 
间 不 进行 比赛 . ERES TS eif BOE ,发现 除 4 TH ВАЎК, EUER: 
队 已 比赛 过 的 马 数 各 不 相 柯 A 市 乙 队 已 赛 过 多 少 场 ? 

分 析 ”人 和 凭 经 验 猜 想 , 结 论 应 发 生 在 某 一 特殊 请 形 . 如 4 市 乙 队 
是 各 然 中 比赛 场 数 最 多 或 最 少 的 队 ,或 者 不 多 不 少 . 这 种 内 在 规律 如 
何 揭示 呢 " 我 们 可 以 在 不 改变 问题 实质 的 前 提 下 将 问题 特殊 化 . 先 假 
WIA A.B 两 城市 四 路 参 加 比赛 ,分 别 记 作 А.А. Ву. В. 其 中 足 
标 为 1 的 表示 甲 队 ,中 标 为 2 的 表示 乙 队 .并 设 赛 过 上 场 的 队 为 7 
(Е)(Е= 0,1,2). А T(2) HBEAAETE В. В. 不 妨 设 为 В. 显然 应 
有 下 面 的 对 应 关系 : 

T(2) T() T(0) 

t t 

В, А, В, 
Ж [N B 与 AA Rt, Е Б ФЛЕРА R EE 有 ,这 里 了 
(2), Т(0)д i [e] — Bi т G0 3 BA .再 看 三 个 城市 六 个 队 参 加 比赛 ,分 
SHOE A,,B,, C (i2 1,2), 19 k ВАТЕ ТСК), (Е =0,1,2,3, 
4). ЖА T(4) 只 能 发 生 在 B,C ,不 妨 设 为 B. 同样 A, С, 都 与 8 
E, RBERE B, 没有 参加 比赛 , 即 为 Ti0), 现 利 下 四 队 都 至 少 赛 
过 一 场 , 将 这 些 队 的 比赛 场 数 都 减少 一 场 , 即 除去 与 B, 比赛 的 那 场 
Pk ,问题 可 归 化 到 前 画 沁 述 的 一 城市 四 队 比 赛 情 形 , 可 知 4 市 乙 队 
共 赛 过 2 场 ,正好 不 密 不 少 ， 

现在 回 到 原 问 题 上 来 ,解答 唾 手 可 得 .由 于 共有 32 TEA, A de LC 
赛 规则 ,同一 城市 的 两 个 队 之 间 涉 比赛 ,因此 每 队 至 多 赛 了 0 场 . 
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又 由 题 设 , 除 4 市 甲 队 外 ,其 余 31 个 队 比 赛 过 的 场 数 各 不 相 
同 ,因此 这 些 队 比赛 场 数 分 别 为 0 和,1,2,…,30 场 . 

现 设 赛 过 开场 的 队 为 了 (让 ) 队 (=0,1,2,…,30). 首 先 考 察 Т 
《30) 队 .由 于 它 已 赛 过 30 场 , 困 此 其 他 城市 的 每 一 个 队 都 已 和 它 比 
赛 过 ,而 只 有 T(0) 了 未 和 7T(30) 队 比赛 ,于 是 ТОЗО) ВА Я TO0) 队 必 
为 同一 城市 的 队 . 

其 次 考察 TODA. TOLAR 7 了 (029) 队 同一 城市 的 男 一 队 
外 ,显然 T(29) 队 与 其 他 各 队 都 比赛 过 ,而 7T(1) 队 则 相反 , 除 与 7 
(30) 队 比赛 过 外 ,再 未 赛 过 一 场 , 故 7(1) 队 与 T(29) 队 为 同一 城市 
РУ ГА. 

同 理 可 得 T(28)5j T(2), Т(27) 55 T3), e, T(16) 5 T(14)EJ 
为 同一 城市 的 两 队 ,所 以 TO, TO e, T(13), TCHO, T(16), T 
(172,7, T(29), ТОЗО BA EI Re 4 市 乙 队 , 故 4 市 乙 队 只 能 是 
TC15)BA , Bü xx "EA SE S. 15 3. 

例 9 ЕНН. AARET. fg PU AL TÉ BS Fd HH K WJ Ж XT И £X 
的 长 度 之 和 不 小 于 4+22. 

分 析 将 曲 四 边 形 的 周 长 各 对 角 线 放 在 一 起 考虑 , 令 人 棘手 .能 
否 将 两 者 分 开 考 虑 ,各 算 各 的 账 呢 ? 需要 分 开 , 又 怎么 分 ”为 了 做 到 
心中 有 数 ,还 是 先 来 考察 一 下 面积 为 1 ЕЗГЕ ТА ЈЕЛЕ! 

在 正方 形 中 ,恰好 是 周 长 等 于 4, 对 骨 线 之 和 为 2402. 

在 萎 形 中 , 记 两 对 角 线 的 长 分 别 为 £s 2, 则 Sas = y A = 1. 
于 是 

ё\ + by SV (RAS = (0 LG) + A46 m2 662242, 
SEE R3 AL IOS 

4 CEA Суб -a/HrAza (E - 6126622 
Vv 24,0, = 4. 

LA L rir BH x]: E УЛИ JE XC PS Б Ez Ta) ë BJ АЕ Н 
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周 长 和 对 角 线 分 开 考虑 .看 来 ,分 开 考虑 不 失 为 一 种 好 想法 ,而 且 这 
些 简 单 情 形 偿 给 我 们 下 一 步 如 何 分 开 处 理 提供 了 雇 示 . 

汕 四 边 形 ABCD 是 -个 面积 为 1 的 凸 四 边 形 ,对 和 线 相交 于 О, 
AO = e, ВО = В, CO = f, DO = д, 22-5, W} 


] р 
Sigean =y ( eh + hf + fg + де) N 
4 . £ 
l Ў 
= let fh+ g) 5 . 
«1003 ва? ; 
= (AC + BD, 图 22-5 


Ht AC + BD>2 42. ЛИЛ ABCD X] ff £A ANT 242. 
设 四 边 形 ABCD AAA БЛОКА A a,b,c,d, W 


a і 1 
S VUZHÉABCD = > ab + > ed, 


， | 1 
STNA EAB E ad + 7 26 . 


其 式 相 加 ,得 
і 1 


А 1 i 1 
2 = 2S pinasco < > Gb + 279 + > ad + > bz 


-l(G ced) 


li (a+c) b+ din 
< > 2 


eG btcrd). 
帮 四 边 形 48CD 的 周 长 不 小 于 4. 
综 上 所 述 ,命题 即 可 效 证 ， 


# > 二 十 一 


1. 证 明王 面 一 列 数 : 
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729,71289,7112889,711128889,……,711. 1288... 89 中 每 一 
(n-1) 1 (п-1)78 
ља ос ЛӘ. 
2. АГЕ РЕА LE RC РЕР ЖЕТШЕ CET ЖООР 
Ў. 
3. 平 身上 给 定 п, EE BEREDI a AIER Ber дЫ ДҮНИЕ E. uE 
B|. 至少 有 25 - 33 TZT A 
д. f Jr FERH 
Xi 十 % 一 x3, 
Жу + xs 二 xi, 
xit Xa = AD. 
X4 + Х| = x5. 
H ylis, e, A AER. 
5. 在 nxn 的 国际 象棋 盘 上 放 有 一 些 车 ,它们 满足 如 下 条 件 .各 
REFERO, ЕЗ], ЖАЗ i HAB ; FUIT] ЕТ ЖЕШ | T n. 


НЕН AE L £i -个 车 

6. 在 毕 ERA E.A - _ 丰 小伙子 至 少 和 一 个 站 娘 跳 舞 .但 任 休 
一 个 小 伙 子 都 没有 和 所 有 的 寻 娘 跳舞 :而 每 一 个 娃 娘 至 少 和 一 个 小 
伙 子 跳舞 ,但 任何 一 个 站 娘 都 没有 和 所 有 的 小 伙 子 跳舞 . ПЕНН : ТЕ АТ 
有 参加 舞会 的 人 中 ,可 以 找到 这 样 两 个 小 伙 子 和 两 个 嫩 娘 ,这 两 个 小 
Ik-F rB J — 1 FORI PST d 38 rh BS Sk phi W w PATET haki rh 
АЕ 1 H RI PET] MK f АУ — ВОЗЕ. 

7.8 100#К—Ж#ЕН,Ж АФ KAW- - 张 开 始 按 如 下 的 顺序 
进行 操作 : 拒 最 上 而 的 第 一 张 卡片 侈 去 , 拒 下 -- 张 卡片 放 在 这 擦 卡片 
的 最 下 面 .再 把 诛 米 的 第 三 张 卡片 会 去 , 拒 下 一 张 卡片 放 在 最 下 而， 
反复 这 样 做 ,直到 于 中 只 梨 下 一 张 卡片 ,那么 剩 下 的 这 张 卡 片 是 原来 
那 -- 捍 卡片 的 常 几 张 ” 

8. 项 坚 用 大 平 称 册 上 点 ,2 克 ,3 克 ,…,40 WIAA [E] i E 
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重量 ,天平 两 边 都 允许 放 硅 码 , 问 至 少 要 用 多 少 个 礁 码 ? ух ШЕР) 
重量 分 别 是 多 少 ? 

9. 3 MN EAER АВ 为 直径 的 半 贺 上 的 两 个 定点 , 试 证 
HB :不 论点 了 在 直径 上 移动 到 何 处 ,tan AMP ап BNP 为 定 值 . 

10. 证 明 : 不 存在 四 个 正 整数 xv zou ,满足 方程 


x + 2 = 3(z + n2). 
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第 二 十 三 讲 ”换个 角度 看 问题 
知 识 点 和 方法 述 要 


1. 当 一 个 问题 下 三 难于 解 沁 时 ,可 改变 角度 考虑 问题 的 反面 . 
作为 一 个 论证 问题 , 则 考虑 使 用 反 证 法 . 

所 请“ 扩 证 法 " 弥 是 从 命题 的 结论 的 反面 入 于 , 先 假设 结论 的 友 
面 成 并 ,通过 一 系列 止 确 的 逻辑 推理 ,导出 与 已 知 条 件 ,已 其 公理 , 定 
理 . 定 义 之 一 相 牙 盾 的 结果 或 两 个 互相 放 盾 的 结果 ,从 而 达到 证 明 结 
论 正面 成 立 的 目的 的 思想 方法 .作出 正确 的 反 设 ,是 使 用 反 证 法 的 一 
大 关键 ,分 清 命 是 的 条 件 与 结论 ,结论 与 吧 设 间 的 关系 是 运用 友 证 法 
的 前 提 . 

有 些 问题 按照 是 日 中 所 投 述 过 程 的 相反 顺序 来 思考 问题 , 即 进 
行 逆 推 可 收 到 意 想 不 到 的 效果 . 

2. 有 不 少 问题 的 解决 符 始 终 依 雹 于 对 问题 提供 的 明显 的 局 部 
的 情 章 与 条 件 的 研究 和 探索 上 是 不 够 的 .恰恰 相反 ,为 了 问题 的 解 
决 ,我 们 必须 从 整体 出 发 作出 通盘 考虑 ,要 在 整体 的 统领 下 对 局 部 进 
行 观察 .分 怕 、 探 索 , 从 不 同和 角度 进行 研究 ,利用 对 所 研究 对 象 的 整体 
性 的 认识 达到 问题 的 解决 . 

3. 将 所 钱 究 的 对 象 与 我 们 训 知 、 易 于 把 握 性 揣 的 对 象 建立 某 种 
特殊 的 对 应 关系 ,从 而 导 化 问题 的 解决 ,是 我 们 改变 角度 看 问题 的 一 
种 重要 方式 ,是 一 种 重要 思想 方法 。 数 形 结合 MEAR .表格 等 方式 
研究 有 关 数 的 问题 则 是 这 种 方法 运用 的 一 个 重要 侧面 ， 

4. 解决 菜 些 情形 较为 复杂 的 问题 ,可 分 走 走 ,先进 行 分 类 ,就 某 
些 简 单 情形 作出 分 析 ,导致 结论 ,再 由 简单 情形 提供 对 比 和 获取 其 他 
K RTA IE REA EISE. 
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例 题 精 讲 


BI жи: 刀 果 4 个 圆 两 两 互相 外 切 , 则 必 有 … 个 圆 的 圆心 
在 其 他 3 个 圆 圆心 连 线 所 确定 的 二 角形 内 部 
分 析 CEERI, BARKAT. 4 


41823 - 1. 2 A B ИГ A,B,C,D, # D 

径 长 分 别 汶 a,b,c,d, H A.B.C, D 中 任 一 ON 

点 均 不 在 其 他 3 点 所 确定 的 圆 内 , 则 四 边 形 

ABCD 为 凸 四 边 形 . 依 题 设 , 有 ° C 
AB + BC + CD + DA Bj 23-1 


=(a+b)+(b+ce)+(cec+d)+(d+ a) 
=2({(@+фб+с+ 4) 
=2(AC + BD). CD 
Xi AC 与 BD 相交 于 上 0, 有 
2 AC + BD) 
= 2( AO + CO + BO + DO) 
= (AO + BO) + BO + CO) + (CO + DO) + DO + AO) 
> AB + BC + CD + DA. @ 
UQA. A.B.C.D EP ТЕ НИВ — ЕНЕНЕ = fi J 
IA, BII— IS] BS УРЕН, 8 — ERG BLUE Cf 3 个 圆 圆心 线 所 确 
定 的 三 角形 内 部 . 
2 在 平面 上 给 出 了 SS 个 点 :已 知 其 中 任意 4 点 中 都 有 革 3 个 
点 爸 成 一 个 正三 角形 。 证 明 , 这 5 个 点 中 必 有 某 4 个 点 构成 一 个 有 
一 个 角 是 CHEE, 
分 析 “如果 存 在 两 点 的 连 线段 同时 是 两 个 不 同 的 正三 角形 的 
边 , 则 题 设 要 求 的 蓉 形 存在 .因此 ,我 们 只 要 能 确定 这 样 的 两 点 存在 ， 
问题 即 可 得 以 解决 . 
现 从 反 曾 考 上 周一 一 反面 情 形 较 正面 情形 简单 些 , 设 任何 其 点 的 
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连 线 都 至 多 是 一 个 正二 和 角形 的 边 , 如 图 23 - 2., 设 А 
ААВС 是 于 三 角形 , 风 在 B.C D.E 中 ,不 能 有 以 ÁN 

BC 为 边 的 止 三 角形 ,从 而 其 中 的 正三 角形 只 能 是 ^ 

A СПЕ 或 和信 BDE. 不妨 设 为 和 CDE ,这样 一 来 ,在 “ C 
A.B.D. EP, BE POEL AB 为 边 的 正三 角形 ,也 

不 存在 以 DE ADEE 一 角 形 , 从 而 就 不 会 有 正三 

HET. TE. 

H3 ”一 次 汽车 拉力 赛 在 沙漠 中 走 6 天 ,而 每 HD 
辆 汽车 只 能 带 4 尖 的 汽油 . 为 使 一 辆 汽车 穿越 沙漠 必须 有 其 他 汽车 
为 它 途 中 加 油 ,但 这 些 汽车 也 不 能 因 缺 油 而 被 迫 停 在 沙漠 中 。 请 问 
至 少 要 几 辆 汽车 才能 攻 助 一 辆 汽车 越过 沙漠 ?9 请 设计 一 个 可 行 的 方 
Ж. 

ad GSHUBMNPUENEWMX, — 
它 从 点 4 出 发 ,6 大 后 到 达 点 BO 23 
-3). ont t Qe E op S OR EIE ET. GE 8j 23-3 
甲 车 到 达 点 如 .为 此 ,从 图 23 -3 中 可 看 出 ,四 车 在 点 必须 有 4 天 的 
汽油 .证 意 到 甲 车 从 点 А АЯКА С Б ГОА, HET E 
汽油 ,因而 必须 胃 有 一 辆 车 乙 在 点 C 处 给 中 车 加 上 2 天 的 汽油 .但 
乙 车 还 须 返 回 ,又 须 有 一 辆 汽车 丙 为 汽车 乙 加 铀 .由 于 乙 要 2 天 的 汽 
油 , 具 往返 内 能 用 2 友 的 时 间 , 这 样 丙 至 多 只 能 开 到 点 五 [ 花 一 天 时 
间 ). 事 实 上 ,不 难看 出 ,如 上 所 述 甲 , 乙 、 丙 从 点 ARKAA, L.A 
PERIE ЕЕ ПЕТЕ LV TS, 

Bla 师 个 初 三 学 生 被 多 许 参 加 高 中 学 生 所 举行 的 象棋 比赛 
每 个 选手 都 同 其 他 每 个 选手 比赛 一 次 , 胜 得 一 -分 ,和 得 半分 , 输 得 零 
分 .两 个 初 三 学 生 共 得 8 分 ,每 个 高 中 学 生 都 和 高 中 其 他 同学 得 到 何 
样 分 数 ЛАН Л. ы PESH? 

B RE n Em ЕЕ, И АЛ ko, WU BE Së tE dETS ( ka 
DA X ta ОГ (п +2)(а +1), ЖЕ (n +2)(n +1). 
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C B 


Ex 


in 482 -(n*2)(n43), 
ЕП п? - (25 -3}n -14=0. 
根据 韦 达 定理 ,应 有 п |14,Я n 只 可 能 是 1,2,7,14. 但 n=1,2 
时 ,<0, 不 可 能 . 当 n=7 时 ,上 =4;n =14, 上 =8. 故 参赛 的 高 中 学 生 
有 了 人 或 14 人 . 

例 5 依次 拼接 2001 个 相同 的 正方 形 (拼接 时 ,一 个 正方 形 的 边 
与 男 一 个 正方 形 的 边 相 合 ). 问 :能 否 拼 成 一 个 封闭 的 链 ? 

分 析 ”假若 能 按 要 求 将 这 些 正 方形 拼接 成 链 , 刚 两 相 邻 正方 形 
的 边 在 互相 平行 或 互相 垂直 的 直线 上 .我 们 在 些 直线 上 取 一 个 方向 
为 向 上 及 向 右 ,对 应 的 相反 方 问 则 为 癌 下 或 向 左 . 现 从 任意 一 个 正方 
形 的 中 心 出 发 ,向 着 邻近 的 正方 形 的 中 心 移动 ,然后 从 它 向 男 一 邻近 
正方 形 的 中 心 移动 ,以 此 类 推 ,直到 最 后 回 到 原来 的 正方 形 . 设 其 中 
# a HAE, b ЖТ, 步 向 左 ,dd 步 向 右 .从 整体 上 看 ,2001 个 正 
方形 拼 成 一 条 封闭 的 链 , 放 

а+ё+с+а&=2001. 
又 相反 方向 的 步 数 应 相同 , 故 a = b.e d, 因 此 
2( a+ c) = 001, 
矛盾 .回答 应 是 否定 的 , 即 不 能 按 题 设 要 求 拼 成 一 条 封闭 的 链 . 

例 6 能 否 把 1,1,2,2,3,3,…,1986,1986 这 些 数 排 成 一 行 ,使 
得 两 个 1 之 间 夹 若 一 个 数 ,两 个 2 之 间 夹 着 两 个 数 ,…, 两 个 1986 之 
间 夹 着 一 个 一 千 九 百 八 十 六 个 数 ? 请 证 明 你 的 结论 ， 

解 ” 假 设 能 将 上 述 2x 1986 个 数 排 成 一 行 满足 题 设 要 求 . 这 时 
每 个 数 i{]1 志 i<1986) 可 用 一 对 有 序 实数 (x;, у) БЛУ, Д Н y; 
是 第 一 次 出 现时 的 位 置 的 序号 ,y, 是 i 第 二 次 出 现时 位 置 的 序号 ， 

Y=x+i+l (læ ig 1986). 
若 不 考虑 某 个 具体 对 象 , 从 整体 上 看 ,所 有 数 对 的 和 为 
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I+ 2 +" + 2 х 1986 


=- x 2 x 1986(2 x 1986+ 1) 


= 1986(2 x 1986 + 1), 
是 AARG з — Л il LR i йн, НИДЕ ДӘ 
Xi + vi = Zx + [+]. 
因此 ,所 有 不 问 实数 对 i 和 为 
2(]+2+- I986) + (1 +2+. + 1986) + 1 x 1986 


= 3 x $ x 1986 x (1986 + 1) + 1986 


= 3 x 903 х 1987 + 1986 
ж Ар r І 

TEETE., EH AS He Ж Ж {ОШ k HERR iT. 

例 7 H.Z AZ RETETA 6 AER, JN ES z ТИ) 
办 法 搬 动 了 5 次 ， 

PRK, PAAD, ТУА А ир 
E; 

DOR, hk Asal J 2 К МНА Bies--BAT H: 
去 ; 

BOR, JK SI IE 3 个 革 果 从 -- 只 盘子 里 搬 到 另 一 只 盘子 里 
去 ; 

PR, PERA, Ea ERM RATERS RATE 
x; 

ВК, Лау, 5 SERRA LH EDT ЈН 
Xu 

最 后 发 现 每 只 盘子 里 仍然 是 6 个 苹果 .你 知道 他 是 怎样 搬 动 的 
ly? 

分 析 ”关键 在 于 确定 每 次 搬 动 是 从 哪 一 个 盘子 里 搬 到 哪 一 个 盘 
拖 里 .这 和 需要 从 所 二 了 工 考虑 .第 一 次 搬 动 , 甲 盘 中 蕴 果 数 朋 不 变 , 乙 、 
BIER AET -个 芝 果 ,一 个 插 少 了 一 个 革 果 , 即 一 个 盘 中 苹 
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果 数 增加 1, 另 Аа Р. 5X si. Z Y ВИН A 
m H AWA, ТАЕ ЖЖ АЛШ 2. 05; Жр R GRIP 2, 第 
二 .第 四 ,第 五 次 搬 动 时 ,有 类 似 的 结果 .我 们 先 列 一 个 表 , 把 要 可 减 
I ELS EX. 





要 在 每 一 个 非 零 数 日 前 添上 “+ "aka O- ERE ЕЛУ, GERE 
每 一 行 最 终 的 和 为 零 ,用 以 表明 不 增加 也 不 减少 . 义 由 于 5 次 气动 后 
各 盘 蔷 果 数 目 没 变 , 所 以 各 列 的 和 也 应 为 霉 , 这 桩 一 来 有 且 仪 有 典 种 
不 同情 形 ,如 留 表 (1 (2), 从 表 中 也 就 不 难 知 道 应 如 何 氢 动 这 些 苹 





(1) (2) 

Bis ixi ЕНА ЗЕ ac ml НН В ТАЯ 在 一 次 国 
际会 议 期 加 ， 一 天 , 当 来 和 白 各 国 的 许多 著名 数学 家 出 席 的 晨 宴 快 结束 
的 时 候 , 椰 卡 突然 向 在 场 的 人 们 提出 了 这 个 被 他 趣 称 为 最 困难 的 题 
F :假定 某 轮 船 公司 较 长 时 间 雇 来 ,每 天 中 午 有 一 只 轮船 从 哈佛 开 往 
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2? HERRE- Вар — HAC BS MERE GENS Be. ЖЕ TE 
xk ETHER] EAE EER. ПС ХЕ ABS A L 838 RR 
ТЕЖ T nas dB BER 21] JU ELIT Z- B] EI ЕН MOS mt r Ж? 
分 析 ”如 不 李 细 思考 ,可 能 误 认 ge 21232567 890101 

为 仅 遇 到 7 了 只 轮船 , 犯 这 个 错 谍 的 原 
央 ,主要 是 只 考虑 了 今 夫 中午 以 后 开 
当 的 轮船 而 忽视 了 己 在 诲 上 的 轮船 ， Реутт 
以 下 我 们 采用 图 解 的 方法 .首先 如 图 
23 - A, JEN TH dr mi ERU E I К 
qi Mns tp d Ass iri SA ЁН ЈАЈЕ. 

: ÆR 23-4 ЖЕШ E, 38 (DL Fue S Кщн] ҢА ЛТ ШЕЕ 
zu 23—5,{% X S Khi ep Ana Bb 1: TEST ZU B AC BB + ИГЕ ШЖ 
E. S139 —H CR A 312 T TEIG GB BSAERRITSEERZER 15 条 平行 线段 
相交 ,这 表明 它 将 过 到 15 НҢ HPR EE HRABRA m CA 
约 刚 到 哈佛 ),! 只 是 到 达 弓 约 时 遇 到 的 (刚好 从 纽约 开 出 ), 剩 下 13 
ЯШЕ p 358. 


图 23-4 


02012545578 9101112131414 
ТҮ 
МЇ 


Кр -一 一 
01235343567 8 9 1011 121231415 


Е 23-5 

flo i nz4 为 下 整数 。 证明; 每 个 有 外 接 回 的 四 边 形 , 痢 可 
以 分 成 n 个 部 有 外 接 园 的 四 边 形 ， 

分 析 ”种 十 分 简单 的 情形 是 每 一 个 等 且 梯 形 都 有 一 个 外 接 
加 .我们 可 堂 试 以 此 为 解答 问题 的 出 发 点 . 

( i ) 藻 原来 的 四 地形 就 是 等 腰 梯 形 ,那么 只 要 用 平行 于 底 和 这 的 
平行 线段 将 共 分 为 于 个 等 腹 梯 形 , 即 可 保证 它们 都 有 外 接 圆 . 

( j| ) 若 原来 的 上 四边形 ABCD ХВЕ ,如 图 23 - 6, 有 
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ZA+ZC=- ZB+ Z В = 18. 4 
PIRR LAs LCL De B, I ALAZ D V» 
ДЕВ Z BLZ C ARAFA, ML A В, ON 
ХВ» С. Рх, НЕ ВАР = В, CDQ = y 
ZC, RE Р.О {ЕДЕ ABCD 内 部 , РО // 

AD , EVE PR // АВ, Q8 // DC ,分 别 交 BC T R. Hi 23-6 
$, 即 得 四 边 形 ABRP 和 四 边 形 CDOS 为 等 腰 梯 形 . 由 
ZPAD= ZA- LB=AD- ZC= LOM, 

知 四 边 形 PODA 也 是 等 腰 梯 形 . 又 

Z ЗОР + 2 5ЕР = D+ В = 180, 
ЯША RSQPE FREI. Е, eE ABCD 分 成 了 4 个 
都 有 外 接 贺 的 本 边 形 ,其 中 有 3 个 还 是 等 腰 梯 形 , 然 后 再 如 { 1 ) ,将 
К-Э ДЕЛИ n -3 个 等 腰 梯 形 即 可 ， 


A 习 二 十 三 


L 下 表 中 ,第 一 行 有 6 个 数 ,第 -- 列 有 5 个 数 ,其 他 位 置 上 的 每 
个 数 都 是 它 所 在 行 的 第 一 列 上 的 数 与 所 在 列 的 第 一 行 上 数 的 积 , 比 
如 表 中 * < ”位 上 的 数 是 12x = 132," 和 "位 上 的 数 是 14x3= 42. 3R 
表 中 除 第 一 行 和 第 一 列 外 其 他 的 数 的 和 
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2.8 xe Зх? + 4х l -0 Hoe t.p y + L E. 


3. ШЕ, А 0, li jj 0, 外 切 于 点 C, TE 
AR 0 PEAD. D OEA RARUA 
交 于 PP, 求 证 :加 0,. 8 О, 的 内 公 切 线 也 过 点 、 
Р, 

А.ру,р› 为 质数 .证 明 ; 关 于 x,y 的 方程 /x 
ey у 2V рурә\ руз р) АЛЕЯ. (第 3 题 ) 

5. BE% 25x25 的 正方 形 , 它 由 625 个 单位 小 方 格 组 成 .在 每 个 
小 方 格 中 任意 填 人 + 1 或 -1, 记 第 i 行 25 个 数 之 积 为 ga, 第 7 列 25 
个 数 之 积 为 ;证明 ; 巨 沦 + 1:80 — D 怎样 填 ,al + az + + а bi 
+ 05530. 

6. X Bie Emu tE anle Brzs ag Lx 648 100 23 
个 ,每 个 申 铝 合金 型 材 长 为 2.3 米 ,1.7 米 ,1.3 米 
各 一 和 根 组 装 而 成 . 市场 上 可 购 得 该 船 合金 材 的 原 材 
料 长 为 6.3 米 , 间 至 少 蚂 买 回 多 少 根 原材料 ,才能 
满足 要 求 ( 不 计 损 耗 )? 

7. 对 于 一 -个 参观 图 ,规定 :( | ) 苦 去 4 地 ,也 13 
必须 去 了 地 ;( H yD E 两 地 至 少 去 一 地 ;( 首 )B8,C (em) 

两 地 只 去 一 地 ; {iy)C,D 两 地 都 去 或 都 不 去 ;( V 
EA ЕН, А.Р 两 地 也 必须 去 . 

请 你 说 明理 由 ,该 参观 四 最 名 能 去 哪儿 个 地 方 ? 

8. 几 只 兵 组 成 3x3 的 下 方形， HE 8 x 8 acr fü. MÀ 
ЕВИ 925 B5 55 — H Ez 8] — а ЖОЛ, Врат 
ЖЕНЕН ТЕКЕ sp CT ELBERE КНИНА). un 
ЁК ФК # Н АС 一 个 3x3 的 正方 形 ), m S 

(DEEH; 

(DA КЖ. 

这 一 要 求 能 和 否 实现 ? 
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9, 3 IE flj JÉ ABC 的 得 一 第 出 n EAE PLA dE BH MI А 
平行 线 . 这 些 平行 线 构 成 n? + N EZE Ab 4 ЕЛЕ A ABC 
的 一 ,将 它们 的 顶点 染 上 红 , 监 .让 一 种 颜色 中 之 -JB AB 上 的 点 
不 染 红 色 BC 上 的 点 不 染 监 色 , CA 上 的 点 不 染 白 色 . 证 明定 有 一 
不 小 下 三角形, 它 的 二 个 项 点 颜色 厅 同 ， 

10. 用 任意 的 方式 给 平面 上 的 每 一 个 点 染 上 黑色 或 白色 。 证 
明 ,一定 存 在 一 个 边 长 为 1 或 /3 的 正三 骨 形 , 它 的 3 个 顶点 是 同色 
n. 
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练习 解答 


练习 一 


一 .填空 题 
138 х= -1 RAH EAH, A 
atl -1} b(-D-eza-ba4c-Ü. 
HACA R - 1. 
2 Ë] m 2 НЯ К am? + 5m + a = 0. TM mx0,BHi EERI a+ pel 


ка CL Y оня - 是 方 程 的 另 一 个 根 ， 
3, 原 方程 可 配方 得 


(x+ m+] +(m-1)2 + (т + 28) = 0. 


得 m=1,n= --у.х=-2. PH 


3m + 2а2=3:12+2:({ – 133-2 = 2 
了 电 可 利用 判别 式 求解 . 
4. 依 题 设 UH 


[ати мао 


Go 


A,-4án – 4т 20 
ED. пр 
nmm m8n, 

进而 得 n22.H mgt. f п=2, т= 46, т + n = 6 为 所 求 最 小 值 . 

二 、 解 答题 

5. 解 COBRE En DES 

x! - Q3 +402) 434/220, 

Bp {х—{3)(х -42) = 0. 
BK x 243, x4 242. 
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(2) 方 程 两 边 同 乘 以 ,2 - 1,18 
x! «(1-242) +2 1) = 0, 


即 (х -/2)[ x- 642-1)! 20. 
kir x|242.x4 242 - 1. 
(DEA S 
[(-43)P - (G- 4/3) - 220, D 
& y=(2-/3)xz, BID u] E U 
yY- y-2=0, 


Ж yi 22.33 - 1. 


Ha у=?2ЁЇ.х= Т =4+2{3: 
‘у= —1HJ,x = -=s - 2-43. 
6. WEBB А 
x^- (a B)x* ad - 120, 
Bo m K 
А = (а + 0) –4(08-1)= (0 - ВУ +4>0, 
Е ЛУ RAE RUR. 
TRE AH EA RAUR, A 
A=á4(1+ 06) - A(3a^ c Aab 245242 2)= Ai la ab 60, 
RA а-1=0,а +25 = 0). fX а=, 
8. ЕВН ”两 方程 的 曹 别 式 为 
A= m^ —44\, 
Аз = p = 442. 
"mu 
Apr à = (р) pi? - 492) 
= n^ + pi - 4( qi + д2) 
=p” + pa -2pim 
= (pi -my 20. 
л.д 中 至 少 有 一 个 不 小 于 零 ,表明 两 方程 中 至 少 有 -个 有 实数 很 . 
9. 证 明 分 黄种 情形 : 
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іу схо, la q c20.2 borate, M > (a+ с), TE 
A= Ь?-Аае> (a+ с) -4ac (а e) z0. 
(їй e « 0, Ш ac <0, РЖ A= 52 - 4ас> 0. 
£s E BR EUR. A >0. 所 志方 程 必 有 两 个 不 同 的 实数 根 . 
10. 证 朋 Сї) a =0,MJ b —4ac. C XE a0. a- b+ c =Ü M ах? + 
bx + e =0 有 实数 根 x= - І.В А = 52 Зас 0. 5 РАГУ, ПАК ТЕ. 
П.Й Mm-azOB JST WE 
0- x^ - 0: х = 0. 
N x 可 为 任意 实 数 . 
当 m= + пуб, bp ТЕЛЕ — Атах = 0, Wil x 0, 
M ma + nli, EAREN 
m+n m- n)x2- Amar — (m n)(m— n) =Ü, 


Вр [(m + n)x Ст п) lim n)x — (m + n)] = Ü 


п 一 т nd H 
BÉ x |= „+›= . 
m+n frt 一 n 


12, 证 明 ЖЕ zyz 必 有 一 个 为 正 数 ,不 炉 设 为 z, 刚 zs+y= – z,xy= 


ч 


根据 韦 达 定 理 的 逆 定 理 , 知 ry 是 关于 1 的 二 次 方程 2+ 2 + 一 = 0 的 两 
+R Lk 


тл 
El z'z4, PE "RESI ei - 3 


练习 二 


— JAN S E 
1. EJ EG АТО ik m-3z0.5 = (2m) -4(m - 39)(m - 1) » 0, 
ИНАЛ, {==} < 0. 义 负 根 的 绝对 值 较 大 , 故 二 2 <0. 可 以 解 得 - 3 
«тео. m = - 1, - 2. 
2.1047; E — RN хүл RA Xi + 3. 根据 韦 达 定理 ,有 xj + ET +3) = — 5. 
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Шох = -4.x;2 一 1. JE BREEN k= кух = 4. 
3. 设 方程 网 根 为 x1 x; M| rt sktl, nak РЖ 
6 = x+ x =(ху+ху)5-2хуху= lkl 2 k+2) 
= 42-1, 
解 得 上 = 43,4 k-30 A= (3-1)2- 4(3+2)<0, f k= -3 时 ,和 = 一 3+ 
l2-4(-3+2)>0,08 k= -3. 
4.W x= тъ, А Л ET 
y -2(a-101)y*2(a-1) =0. Ф 
КОС Л ЕТЕ РДЫ FJ ТЕВЕ. К 
A-24(a-1)-8(a-1) >0, 
ЕЕС 
y y. = 2( a — 1) > 0 





BS a3. 
5. 3& {# h PRO PERS Н. Hi St LZ 
EA 0 
解 之 ,得 站 = 14. 


6. 依 题 设 a0, 60, А x P.RCCY -2 一 —1=0,(Ь%)°-2Ь°-1=0, 


故 上 ,下 是 方程 2s - 1-0 的 两 个 不 等 实数 根 . 根 据 韦 这 定理 可 知 -一 + 02 


-2 = -1. 故 


i 
b° 


原 式 = (0+ + tym. (2-1) =]. 
— BUB 
J.uEBH ”根据 书 达 定理 ,有 n+b= — p .ab= l,c+ d= - q.cd = 1, РЖ 
(a— c) b- cha+d)(b+ d) 
-2[ab-(asb)es c?]Lab s (a+ b)d + d*] 
= (1+ pc + el- pd + d?) 
= (1+ pe + c) — (pd + p° ed + cd) + (Gd + dipet с) 
= (lÍ + pe + с) — (pd + p? + cp) + ( d° + dp 4 1) 
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=+ c + 0-р 


= + (r + dy 一 2ed — p` 


5. РЕН Ж АЕ Я fra B= a, B= a. РЕ 
а + 208 = 260 = 200 + 8). 
39. 证 明 (115 x, 20, ШЕН z x;> 0 PH x > О.Ж PEER, A 
Ü< x + x= — b= — xr, 
Hl хохо < 0. УИГЕ, x 0, IET EB z, < 0.x (< 0, x, < 0, 
【21 对 于 方程 z + bx ce 20, RERE, A 
с (6-1) = xx t x+ z; + 1= (x 1)6 x; + 1 0,08 cz b = 1, 
x] At x + c+ b= O AS б>эс-1. 
£x Pri b- lc sb +]. 
lO Hi БЕН, a+ B= 3,08 = 1, Р 
a^- B = (u + B) - 208 = 7, 
a! B z(a BY 2028 = 47, 
Ela. tE RE y" — px” + a = 0 PL А 


a* — pa^ + q = 0, Ф 
#®- д + q =й 2) 
Р ^p 7 

Ф - 29 p= тре a+ a B+ =A. 


Dx- Dx f 
(a^ ata f ~ o^ = 0, 
所 以 io IPIS S agua ge 
11. 证 明 ВБА a+ b=3,ab=l,c+ d= 4, cd = 2. 
站 十 由 十 下 十 本 二 了， 
аъ bit са Фе (оа + bi За + (еъ) 19. 
2 2 2 d 


(LTEM ЕЕ 


b+e+d c-d-4a dath arbe 


[T (b+ e+d), J. d + а}, [2 (d ath) 





=n b+r+d ++ й+а+ 
7-(а+ЁЬ+с) 
dl a+ b+ £ | 
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Tal DeC Dee + ЗТ бтетта l) 
рерната) - (at br e d) 
= TË - 7. 
a 52 c d 
2а) c+ i+ а (drach ache 
Auri dr Dh raus Dr rump D+ СОТО 
а? b° с? з 
ста стака dtaecb^ zim- (а 5 b° + et d°) 
= 1478-7) - 19 
= 498 — 68. 


12.1088 # a- 5-0,0] b е=0, а= b— ed b+ с= 20,4 а – b 
关 0, 构 造 一 元 二 次 方程 
(a- b)=+(b-e)z+ (c- a) =0, a 


M д= (6-с) -Ala Bea) 4L (5 - e - (a 5)(с- a)] = 0. 
故 方程 有 相等 实数 根 ,又 将 x = 1 代 人 人 的 左边 ,有 
(а-Ь)+(%—с)+(с-а)=0, 
故 方程 两 根 均 为 1 ,根据 韦 达 定理 ,有 


с-а 
a-b 7h 
FEL bp + e =2a. 





练习 三 


一 .填空 题 
L. 27 3653) У 2 + /3 B EB GE PERI La = (2-43) + (29/3) =4, 
a= -4A,b-(2—43) (2/3) I, Ба ь=(- 4) +1= - 3, 
— п =] 


2. 原 方程 可 变 为 (x - ai( x - 8) +1. ИЛИНГЕН, 7 R 


x-a--l . 
Bor =. 
bau Hf а 


3, 原 方程 可 变 为 pr- qx + 1993 x 2 = 0, DAL 5 LM BF ar CL НЫ Ja БА 
190 


定理 PRA x), x, 满足 a. р=1,Ж ШИШ q = x, + x, = 2 + 1993 = 
1995 , Bir LÀ 2p + ç = 1997. 
А.Р Л PERO x, xax, д2, HII 
xix; (xy £ x, +1= (xu - DC 71) = p+ qg 412199, 


x - 1-1, x — i= - 199, 

н] | Ё Ху. X2 AjHE EE, XI = 2, x, = 200, 根 
x, — 【= 199; x3— 1-2 - 1, 

据 韦 达 定 理 ,p= - (rí + z.) = - 202. 
二 ,解答 题 


S.4EB] 设 a.,8 是 方程 的 两 个 整数 根 , 根 据 韦 达 定理 ,得 a+ B= p,a8= q. 
[N c 是 a PRAES i o= a,B= ch (a.b МЕ), РЕ 
р= а+ д= са +еф=с(о+Ь), 
а= of = c ah = cC abc). 
故 = 也 是 p,g 的 会 约 数 . 
6.HFBB 因 p,w,r 为 有理 数 ,日 
A-(-2pYX -4p -g +2qr г) 
= 4р - 4р? +49 - аг + 472 
-4(q— r) 
为 完全 平方 式 , 故 方程 两 根 为 有 理 数 . 
?7. 解 ” 原 方程 可 变 为 
a3?-4(m- l)x + 3m^- 2m +4 =0, 
A=[4 m-1)] - 4(3т - 2m + AE) 
- 4( m? - 6m - Ak 4 4) 
-4[(m - 3) - (4k  5)]. 


ЕНН ВОВ HARM Abe SO BL k=- 2. 
83. 证 阴 ” 若 方 程 有 整数 根 , 则 第 一 个 方程 的 判别 式 
A = (10a) - A(55 +2) = 4(25а2 — 5b — 3) 
为 平方 数 .但 
25а? - 5Ь-3=5(542- В)-3 
其 个 位 数字 只 能 是 2,7 之 一 .而 完全 平方 数 的 个 位 数 必 须 是 0,1,4,5.6,9, 故 总 
不 中 能 是 平方 数 ,第 一 个 方程 的 两 个 根 不 可 能 是 月 理 数 ,也 就 不 可 能 是 整数 
同 理 可 证 第 二 个 方程 世 没有 整数 根 ， 
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9.uEBH 原 方 程 的 两 个 实数 根 为 
iij pt p'-2q. 


BIO EUCH ER. ШИН, M р 29 为 - :个 平方 数 , 设 v р? - 28 

= т. 
pP- т? = 29, 

RII (p+ тр m) = 29. 

I рът, p- m ЧЕ, 26 为 奇数 或 4 的 倍数 ,但 g JAA, TE. S 
TARTA KLEK. 

0. 车 上 =0, 得 x=1, 即 六 =0 符 合 要 求 . 

若 帮 中, 设 一 次 方程 的 两 个 整数 根 为 wx, 用 韦 达 和 定理 ,得 








utas- ра (D 
пез 11-4 D 
了- 生得 хүхэ р xX;22. 
EF LA (x,-1)(x4- 13 2 3. 


х= 1=1, х= 1= 一 上 
Мез D), Gs - DAS EUR | I 


$7 =3; xy- l= - 3; 


x = 1=3, x,-1-2-3, _ 1 
| | НАПЕ ау ло 68 as tam 2.1 = 


хус 1= l; 0x-12- 


6-1-7 = -2 8 k-1 k= -本 .经 检验 , 均 符合 要 求 . 


kk EBD ,符合 题目 要 求 的 下 值 有 二 个 , 即 0,1,- T. 


U. (DRAHA ON í. 


i — pt + 2 = 0, 
г — gt + 2q = 0. 
两 方程 相 减 得 (p— q)t*2(p- д) = 0. 
EX (р- q)( + 2) 20. 


У ред, t= - 2. 
ВП x= - 2 R. J EB ЕШ. 
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(DADA х= -2 E t- px + 29 = 0 PJ E 


{(—-2)°-р(-2)+20=0, 

HI p+ q4= 一 2. (D 
X pq 是 方程 dx + mx + n-O HRH, 

ME 2 

故 二 

pi. Gy 


EARS m = 8. 
X BN ER 4х + mx + n = A ЖА ВТО 


À = m° - 4-4 n >. 
64 - 165 > O, 


gy 
n < 4. 
УН n 1 А п ВЕД 1,2,3. ДЬИ] ЕИ OSEE (8,10, (8,2), (8,3). 


p+ q= - 2, p+g= -2, 
в) (Df AG, Фа l | l fs hb 8 2H Hi 
q Ta; рд = 5. 
ptq--2, p--3. 
р.9 的 不 为 有 理 外 .而 以 (8.3) 代 入 加 ,加 得 | 3 解 得 | 
Ра 4 q= - 
3 


BE <. po - Sao -小 .这 时 ,方程  - pe + 29 = 0 ROI x + 


$a- ls NZ PBI х= -2. 由 韦 达 定理 知 男 一 个 根 为 二. 
I2. 解 设 两 友 角 边 长 分 别 为 a,b(a,5 为 整数 ) ,根据 万 达 定理 知 e+ b= 


m + 2, m AEX, 
因 a,b NE y — (m +2)x +4m = 0 ЙА НЕ, t 


A-(m-2Y-4x4m- m^- 12m +4 


必 为 某 整 数 的 完全 平方 数 . 设 m - l2m +4= АСА ЭЛЕ Ж), MEF m 的 方程 
193 


m —12т+4- = 0 748 СЕ 
Ау = 122 - A(4— 62) = 4(32 + k°) 
是 一 个 完全 平方 数 , 可 设 
324 5=(Е+ п)” (a ПЕ), 
Bl n(2k e п) = 22- 1x 32222x 16-2 4x 8. 
n-4 


-2 
HI alk + TEE pn- d. n = 


当 庆 = 了 时 ,m= 15, 此 时 二 角形 三 边 长 为 5,12,13; 
当下 =2 时 ,m= 12, B — fü —u IE A 6.8,10. 


ES k= 7 s 2. 


练习 四 
一 ,填空 题 
|. БЕРН Б ЖЕЛЕ НЧЕ ЕНУ хо, M 
xŠ + xo + a = 0. (D 
xŠ + axg +] = Ü, (2) 
D- DER — (a -1)(x = 1) =0. 
EE acl 8 xo = 1. 


F a= JADEN s+ x + 1=0,Ж ЕУ A - 1-40, АОН, Ж 
tra kg BREL aul. 

КИ xo ml f CAO HE a= 72. 

УВВ tAr- 2 20,A— 164a! 20,7] хуз 2+ V A+ а?. 
H ARDAXP-2-4.a4204&A ЛУУ НҢ y ВТАА [nl (E dic; g: 
组 的 实数 解 有 2 Н. 

EE DESI] 


ху? M х,у EHE- 20. (l+ 2)= 0 的 两 根 ， 
xy=1+ z. 
有 
A-4-A(p e z)2 -Az m0.BE z= 人 D, 进 而 得 x=y=1. 
x-l, 
хиз вят y = 1, 
z = ü. 
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4, DZ у= + а,к+у= 2 —а,Й 


2 
у cay! = лубх + y) =T- а? = 880, 


解 得 o= + Bp ху =55,х + y 216,8 xy = 16, x + y = 55,9 x, y 为 正 整数 ， 
ах BE TU BET. TRE 
x4 v = (x + y)! - 2xy = 165 —2x 55 = 146, 
RIE 
5.0 MARI, iF 
r= 2y+3, (D 
号 代 大 第 一 个 方程 得 
(y +332 - y* (2+3) +2= 0, 
ИП (Зу+4)(у+2) = 0. 


— 
— 


l 
n |2237 
BIB, y o -2,уз= -4 ,代入 得 原 方程 组 的 解 为 | i , | 4 
"= — 2 
3 


6. 8E 将 第 一 个 方程 信人 第 二 个 方程 可 得 
4x! -24 nx + n - 6 = 0. 出 
因原 方程 组 有 两 组 相 异 的 正 数 解 , 故 
[^ -4n- l6(n - 6) » 0, 
n-6»0 


解 得 6< ”<8, 故 正 整数 п 7 МОТИВ „+З uA л 








一 个 方程 , 有 为 = cit yo = 16021 o gp m dp ш 


7. 解 显然 x 关 0, 原 方程 可 变 为 


22 31 - 16+ 了 了 + 访 -0， 
X x 
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Bp 2022 e-)e3 LL) - 620. 


& xac = {Туп ЛЕ 
2(4%°-2)+341-1б6—<0, 


- +f PEPEES 
З.Ж 原 方程 可 变 为 


(6x 4 7Y (6x +8)(6x +6) = 72, Q 
4? 16x +7, WDF 


vy € DCy 21) 272, 


解 得 v^ =I y = - 895). 于 是 (6x +7)*=9, 可 得 x;= - 


< 5 
3 ‚= 一 3' 
o SB- LADEE 5 
м? + (22. r+ 3. 1 = 0. (1) 
SA x x0, OTEA 
[ы + (++ 10 Пе (x- 1))=0, 
2 _ 2 
FE ns -得 
з-й ,1 


I0. & — — T 2FRHKIXIBEEOD OD CO. OD - 0048 
a^ + b° + c^ — ab — be — ta = 0. 
(a- b) «(b — ey“ + (e а) = 0). 
СФО) М Б, c Ша 来 代 蔡 ,得 


Br 


За? = d. D 
За = d m) 
Co -(* 18 Зах = 3). a 


_[а=сб=с=1, 
мев, ао АЦО, нў а= b= c= = 0). 


= 2 64, а= 0, RÄ a= а= e= d=0. 
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T E а= b= c= d =0. 
d=. 


є А246, a =O ik а? = 元 D 


Н asd H az b= c= d=0, 
HI ЖЕНА: 








ёа \ д 
ox а= фес + пе 

若是 偶数 a= + L MI үз 

N 3 = 


FE. p= DB Es ИА HA k RET ERI LEE Jr ë НИ PN H 
ЧА RESH 2H, ЈАНА 38 ,不 人 在 多 于 二 组 解 的 情况 . 


FT 
H 
Pad 

e 

ml 
= 
| 


练习 五 


一 ,填空 题 
LE 壤 是 方 牡 的 根 . 则 -vo 也 是 方程 的 和 要, 战 非 零 实 数 根 成 对 出 现 , 所 以 
I Jy Fei J 1 A 0. 
2. p I 6-2120. E x =3. D 77 fn] ЯРЫ 
x!44x -35-z6-2x, 
х *áx-58- – (6-25). 
ВТІМ x +в 211208 22 +2y+1= 0, х= 3a 2/52X, «2 - 1. 
— [xt y = 7. 
FEIERN ol, LUI r y-6=0, = 2. = - 3R), 
于 是 2= vw a-l ff х= 5. 
4.0907 2х+1)5-(/х-5)%=-4,К 





f — _ t4 


х афу x+5 = 6c T) 
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HUD m y Жек. п] 
2 Yx +] =- *®32 


12 
两 边 平方 得 x° ~ 224x + 880-0, 
解 得 * =4,х,= 220, £8 у = 220 是 增 根 ,* = 4 是 原 方程 的 根 . 


s B6 #- Ly f 1- Tyas cid 


中 与 原 方 程 联 立 可 得 


Nite -一 +1， 





ВП Wf xs- -1}= 





talt 
on 





Hr EA i-o 一 =1, 解 得 „=l 
6. 原 方程 可 变 为 
Jy+&- Заві = 35 +6- V x+3, 

两 边 平 方 ,整理 得 (x Bx 1) = (Зх +6)(а +3), 

于 是 (x4 8)(3x 4&1) = (3x 4 6D (x +3), 

解 得 x = 1. 经 检 验 x =1 旦 原 方程 的 根 . 

二 ,解答 题 
7.98 原 方 程 可 变 为 








x: +1 x 3' 





4% у= Myrte Rn у= y РЇ 612181, у= 





х* +1 
y FE =: Ta Bj a 3. +1= 0,88 = 350 
8. 解 YE ele y, 2-x-l- у, 
x= (1+ y), Т) 
2-х=(1- уў. (2; 


+ СИВ бу +2-2, | у=0, РА х= 1. 
9. FE Wr =u, ув 2 = о. х= ы +1, у= 2, РЕНН Ы 
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(富生 Ф 


u+ u= — 1. (2 
由 心得 (uc в) (и — un 17) = - 19 
BEY (ut v)l(u- v) - 30] = - 19. D 
@ А.Ф) 348 ii = — б. 出 
u= - 3, u =2, [х= -– 26, x -9, 
ro. mi NM ИА 或 | ALL 
原 方程 组 的 解 、 
名. 证明 (CO In E FERE 
Зх 2a(a4 Dx 4 a = 人 0. (1) 


易 验 证 х= 0, - а, - а^ PEDRE , 故 方 程 山 与 原 方程 是 同 解 方程 ， 
B] a «0, 88 o3<0, 根 据 判 别 式 和 韦 达 定理 可 知 方程 中 有 两 异 号 实数 根 , 即 


知 原 方程 有 两 异 号 实数 根 . 
{2уА=4а(а+1)°- 12а? = 3aà?(a - 1), Ж xi > x2; 汗 意 到 a <0, 有 


_-@ a-l1-aova-a4l 
Е 3 


< -а(а+1)-а a – За +1 


3 
_ - ala * 1) — a(l1— a) 
Е 3 


2 
= 7.34 


-a(atl)tawv a^-a*l 
3 


- a(a &1) кама -2a41 
? 3 


|. — ata € 1) + a(1- a) 
i 3 
л? 


3" 


一 


П. jy u] 
V 2x—4-x-a4l 


—x-—-üaü-5-2 xa 
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= x° – (14 + 2a)x + a° tba + 25 = 0. qo 
А ={14+2в)5®-4(а*+ба+25) =32(a 3) 20, 
可 得 am--3. 


方程 全 的 根 为 х= P+ a + 2 /6*2a. ©] (t 为 整数 ,x ;中 必 有 整数 
根 , 故 6+2a ATHAR. О<б+ 2а «66.64 2a ЇЙ Li б 2o HREH, A. 
16,36,64. Ж a= -3, -1.5,15,20. 3 4 2 ЗВ}, х= x; =4; а= lH, x, 
= 1Юх,=2({Ң#Н&),Чва—=5П{ ,x, = 20, к= KAR); q a= I5BF,xz = 34, x. = 
ЮС у; H а= 29 81,4 = 52, x. s 200838). a A 3. 一 1,5,15,29. 
12.82. (num Jp Riu, ЛЕУ 








+l | 1 x71 __ 22. 
x x+] rtl x4x4l trt ` 
do. _ -e 1 —= 
e x 一 BIQQ. tU 1) Жү, р 23 
— l 1] _ 
T 3 U 3 — 
х^-х+! x" + r+]! 
TE х'-х+\=х +х+1, 
Ч х= R r0 REAR. 
(2) A РЕЧЕ 12. ETE 
exea 48 
x 
EL. б 
esf Y - Bí x - ГЕ 0 
5 
ex х- 2a Ó 6) = 0. 
所 以 ‚-©-2 9 © 
或 ‚--5-б6= d 
x 


ATHE x = 3 +; 
HO + у= 1+ Z 15. 
s Mr ЦЫ х=] 437, Xa = | Т ла = 3 + Z 15. х4 = 3 — v15, 拘 为 原 万 Fi: 的 


练习 六 


ПЖ  ї1)ЛЕ Е4х?+584-1=0Н0{Б А 
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- 
АХ Ax +&х—1 =4(«- SEE, 22239) 


= {2x 42-45) + 2 4/5). 
(DAR Ax! — A/5x + 5-0 IHR EE 
TITTEN 


— 


х= 2х4 7 2 
Bb 42-4/$х+5=4(х Y = Qu -V5)?( 可 直接 观察 得 到 ) 
(3)9 Из = 2а 4 (y-d)x+(- Y^ e 5y - 6) = 0,0 


= (у 4) 2 (у 4) + 8í 2 —-4)2 28/22 5y+6) 
4 


х = 


= (у-4) + (3у- 8) 
= 4 . 


所 以 а 20а i25) Ga y-2)= (2s- y+2)(z + y- 3), 


2M 90-62? - yx 一 (2y2 - my + 6). 
考虑 r JK J EB Grt — yx — (23 —- my + 6) = 
à=- ж) +24(2у°- my + 6) = 49у? —2ту + 144, 
要 使 原 式 能 分 解 两 个 ЕТА ДУ L.A 必 为 完全 平方 式 , 即 4949 - 24my + 144 
有 相等 的 二 实数 根 ,aa = (24) 4x 49x MA- 0,8818 m= +7. 


РЕТТЕ - 7 +1, 
` 之 Jy al 
MA = Sla- Tyco» – 1) = Gx-2y e 02x y - 2). 


` 2 I 
H m = -78ў, = уж 1, = - 35-1, 


gt = 608-2 у-1)(х+ 2 +1) = (3x -2y -3900x y 42). 


Ж UEBREPNIDE x Na BEC - 1) 公里, 惊 题 设 , 有 
20 0 
x—i x 
解 得 * -5 x2 40 E)x-124. 
管 : 围 每 小 时 走 5 公 量 , 乙 每 小 时 走 4 公 
4.9 ШЕВ СИНУ ARAT, MARKERREN A LB 
201 


=]. 


ШЕ FER E UN 





B a = 27,z = - 9( 舍 去 )， 
答 :去 时 火车 的 速度 为 2 公里 “时 ,返回 时 火车 速度 为 各 公里 /时 . 
SE 设 第 一 个 农妇 有 2 个 剖 蛋 , 则 第 二 个 农妇 有 100 х 个 鸡蛋 .根据 题 
意 ,第 “个 农妇 卖 鸡 蛋 的 款 是 iof i 个 钢板 ,第 二 个 农妇 卖 鸡蛋 所 得 的 款 是 
20.0100 x) 个 钢板 .于 是 
15х 20{ 100 – x) 


—- 
— 


100 — x 3x 
可 得 x? + 160x ~ 8000 = 0. 
解 得 х =40, х= - 20002). 
答 :第 一 个 农妇 融 有 40 ТШЕ, TOUK EU. 60 个 鸡蛋 ， 
б. REKE x TELE T CO Do BREUI. EIL F (20 - х) НА 


HEIKE S E нн < ARRUE A AR 02, Я. КЕ, 
n 





-x 18.05. 


整理 得 (20- х)? = 361. 
解 得 xr = ],x; =39( 4) 
答 : 每 次 倒 出 液体 1 升 . 


7. 解 设 4CB 的 长 度 为 xem, 又 设 甲乙 原来 的 速度 分 别 为 vp сооз n. 





由 题 意 得 
A) _х-4 
Yl to @ 
300-20- (x-40) x-40420 бу 
241 т d ` 
27 
dip, 2x45 x-40. @ 





320- x 2(x-20) 
ED n] £ x? - 200x + 9600 = 0. 
解 得 х= 120, x; = 80. 24 x= 80 HJ A 48 N| = n TOES a Ж. 
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答 :40B 的 长 为 120em. 
LE ERPE x AALT AHE PBA- m, Z rB WS 


液 有 (10+*) 克 ,浓度 为 5. 乙 中 倒 2x RARER H RR ARNO 


- x) + 2x 5a Br S У - ЭЕ тч -2x] 克 . 依 题 设 ,有 


x 
"E 60 
(8-х) + 2х 100 








Tal ta 
х®-21х + 80-0 
解 得 x-i16e 1607 + &4).x-16- v 1762.7. 
Ж: АНН НА 2 ЛЕНУ S 2.7 95. 


9. 解 ” 设 东 .四 两 村 相 趾 x 公里 ,相遇 时 ， HT f (+ 20 ` H. а f (> 
-20)27 E, Hi BJ = ENT C - 200 73 ЕТ, LS ЖЕМ IG + 20) 
公里 /时 ЕУ SR 

IG) qG-40 
AG - 40) -E(x 40) 
化 简 得 (x +40)2=4(z- 40}, 
НА 
-20) = 


= + 20) = 10. 


A :东西 商 村 相距 1202: , Fi BE HE 20 72 H BJ, BTE ED 102 
HJ. 
10. RA АЖУР ENERE S 公里 ,自行 车 上 坡 速 度 为 y 公里 /时 . 依 
题 设 ,得 





x 36-x_.2 
y y*6 “3' D 
36-x x @) 
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EO Of 
5y - 42у - 216 = 0. 

IF у= 12, у= -M SEED Ú ACDS x = 24. 

M Af B ñJ ЕЕ U 36- 24= 1202: 8D, Ff EB КИЛ 1246-18 
(ОЙЛ). 

п. БАА ҖЕ ГТ Pe AU AE, АШ НЕЛЕ B ҖЕНЕ Fe N 
s, 2: HB HR ACC RECTE ЕБ а 公里 “时 ,水 流速 度 为 n ИЕТ, a {г А 
Hisjzk В 所 用 时 间 为 x, 则 














: +L ag, 
让 十 v 
Ач 
-一 + 一 =79， 
U 一 站 | p 
A. L an 
Up E 
2 
3 ги 
yen 2 el 
5 x 
RJ 4*2? 
—- k x - Al, 
ЫП 


消去 sa 得 
Il ] , d 
122-x 1588- x duu- x 
It is x; 720,x, = 244194). 
t. 所 用 的 时 间 为 20 小 时 


练习 七 


一 ,选择 题 

1. 设 直线 AB у= kx + b, A(2,3,) BA DRAI 
[s E23, 
Ak + E22, 


解 得 人 = - T .b= 4.18 AB 的 方程 为 + = -十 xz+4. 它 与 x WZFE, D). F 
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И . . i i 
Mane 7 oy Z удо, = > x 8 x 3 > хЁх2=4. 


IE (A). 
2. 9f ТИ 1 = ax 通过 点 4 人 2, 和 ,应 有 44=26,4=2. 问 理 4= -2 时 ,该 直 


PELA Boa = E N ДА, Cias- 2a, EBD D. ЕЩ -. i = s = 
2 时 ,直线 = a БАРН ЗУ СЧА-2жа&!Н{ #Ё у= ах 与 边 ВСВ: Ч 


жах lEt, HER v = ac 3 AD. BC 边 都 相交 . 选 [0). 


ыз | 


3.1 2. MI 直线 了 = hh d - 5 =26+ 5. 可 得 = - +. 


ik LPK JJ En BERE E TA, 1 GG) SEER 88 (а, ЬУ 


«a+ 2b = 1. H. 
(6-1 + (6-1 -(a- 5) + (b - 3X, 
$ji us, dbo —2.5 CB. 
J A RERE DEA у= ТГ у= ax + AARE y 8 - -个 
Оа МА р er ЛА, ЕНД СО. Омаха 第 二 象限 第 平分 线 相 交 而 不 与 第 - 


ds DEAE EE RE SRL ТРАЕЛ, — 1 = 一 + ¿O.M am 1,06). 





5. ЖЕ y= | 235488) pag ш@втл. hp Eh -=a h 
RETADE EZE уга УРА у= 1ге -21- LIS ш Т Ж. EOS 
dd 2 = 1 时 方程 有 三 个 解 

一 填空 是 


6.8 Cl Dee |A wol la. 


x V | x 
7. E RI TR T ER Ur TB] B ÉS -个 直角 梯形 . 将 = -IRAR ys mz -3 
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Tf ac 页, 所 以 直线 y= me -3 与 y= -1 的 交点 开标 为 (全 ，- 1)， 


直角 梯形 的 面积 为 


1,2. 五 
2m 1+ 15 ll) x4 


syl -11+1@—1)]х4 (组 成 四 边 形 时 二 - 1 5E -1 同 号 ) 


-aÈ 2. 
m 


B 21 -21 = 12,8848 m= 1 8 m = -2. 


8. rH /(19) - 95 18 
19' ~ 945 2195 — 19е + 8 = 95. 


所 以 19 - 19а + 105 -19c=8. 

即 fí-19 2 (- 19)7 - af - 195 + &( 219)? - ef 19) +8 
= ~ (19 – 19а + 195 19с) + 8 
= -8748- – 79. 


9.19] х) = ax + 2а +1 EHRE- AR ÉLEX 25 - 1e xd 时 ,w HAE E 
а, 
>, ' [09 <0, 


fi - 1) < 0. fO - 1) > 0. 
Ер MM _ ШИА 


—ag&-*2ac-l«(Ü. —ü*2a41»0., 


解 得 -1<а< - 7. 
三 ,解答 是 
10. 解 y={a -一 )a+ 小, 以 下 分 两 种 情况 : 
(1){в>1{,а—-->0, FERR у= (a-t ORRERA 
x 的 增加 而 增加 的 ,所 以 当 x = 0 时 ,y 取 最 小 值 一 ; 当 * = 1 时 ,y RC а. 
(IO ac 18. a-- <0, 于 是 函数 = (a - 二 )z+ 二 的 函数 值 是 随 
着 + 的 增加 而 减少 的 ,所 以 当 *=0 时 ,y АКА ч x = 工时 ,y 取 最 小 值 
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n^—- 1-20, 
11. 5 aj] ; 
n^-n-lczl. 
n- 120, 
w , 解 得 -0 


用 十 下 一 = -1. 


ЖЯ n= -2. 


D AES UA y= h «(ЕЕЕ DREE: 


22 


k 
peregi 
k 一 k | = 1275. 


RIH k= 5, 5; = 1280. 
#r y = z , | sx! = 1550, 18 x= xd. 
x 


B а2= = 150, = 980 


13. fs ао 2c = x — ВШ 
ы=5х+4у+2: 
= 5х +4(40-2х)+2(®— 10) 
= — x +14). 
X ye 的 为 非 负 实数 , 故 
A0 — 2x20, 
|. oco 


解 担 10= x = 20. 
由 于 函数 u= – х + 140 EMA x 的 增加 而 碱 小 的 ,所 以 当 z= 扣 时 ,有 
最 大 值 130:24 x - 20 1. u 有 最 小 值 120. 
练习 八 

一 ,选择 题 
1.ДЇ- хх, (В). 
2. tk EL АГ б(б,г),В(е,о},АС-2с,о). TÆ <ес+{—2с)= -i, 

e.( -2c) = С, ИИ b= - 方 . 选 (C). 
3. 抛物 线 的 顶点 依 标 为 ( -上 ,请 ) 在 直线 y= - x 18). 
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4. KER. RID a 60, b cO, FE- 2. «0, x= -E <0. 抛 物 线 的 对 称 轴 位 
FAEN, у у Shox v i E АИ BE ЛАА). 


5$- tti 3 -0. HERR x, = -232=]0. 选 1C) 
LA 
GIRMAR у x ИНЧЕ ЛАП E E A x x. JÜ xí + x; = -3(1- 3m). 
x= 一 8m, 于 是 ,有 
(x, — xz) = (xt ж)" —4хрху= 16(1—- 3m)? + 32m 


= 1442 ~ 64m + 16. 


` m = 一 x SM. ду x2)* 取 最 小 值 . 
7 RRETA EA 
(x- Ape (y-2x! - 1) zQ. 


因 p DEIA, RER, |° 7420, 解 得 =4,y = N 


-2x*-1=0 
eR агл (4,33). 
8. МЕЕ tj х ИЗ (GEO) CE 3,0) —TERER x = !1 的 左边 , 另 
ЕВ x-3BdTu.ldlmumE.: 
Е Bkel k3» 348 Oc E x 
(j 3k » 3, £ & 3« IL. ETE CAR. 


Kock. 


9. 因 抱 物 线 开口 向 上 , 故 o>0, 因 对 称 轴 在 y 轴 左 方 , 故 -区 «0,5» 0.18 
х= 015. у= c. HE] I e <0, 国 此 abe < 0, TAR. ШАФ r=] Af, y > 0, 
Elua+b+ex>Ü fl x= iR yep, Bia - b + é< 0. fr z. 

10. LESE у x BHD ра АЈА ЧУК xi, xa, AI 

ley- xl Cu xi 4x xS 2 (mH + AY +4(2m2 + 12) = (m^ + В)”. д 2 
m=0H}, lx- HE i fH 8. 

=, 

LAE HMRS ;， 轴 交 于 点 (0,3) с = 3. р HABRA 
О.а 
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Sus Дас В 56 В 
da ia ü 
a p= -4m. qu 
设 抛物 线 与 x 轴 两 交点 的 横 坐 标 为 x1 .x2; 则 
p10 
故 b ba = 10a. (2) 
BD, ОТ Н as l, b= «2. But BOR PESE у= — x 2x +3 
AW ov2-x-2x43. 


12 (ВЕ ІВ у= а(х - (r - 32 УШИ EXER C7 1,16), 


B yz2(x -1(x- 3) = 227 - 8x + 6. 


(Dys2(x -2Y -2, 顶 点 为 (2, -2). 依 题 设 ,有 ОА = 1, AD = 1, CD = 2. Ë: 


№0, y)(y » 02. 


(i NLALC ZARR, AMON ЛСР, b^ = ON, Rif у= 2, 即 


№(0,2). 


i Ы [ -H eR H. „OA | ON ri dq 
Gl Y N.A. C 9 98}. AAON cS ACDA ,有 Pr = pio ,可 得 y = 7 , 即 


nn 
N(0, ). 


2bx + c 2 ОЙУНА, x + x; 


内 而 有- L <? <1. 再 出 人 可 得 /3< 1 < 243. 


13. 解 由 a> b> ea + h + c = 0,35 a»Ü0.c«Q0, IE x, x, АЛ Ë ах? + 
ü a 
аЬ - ас) 
; 
a" 





[2 = | х; _ хл! = (xj box) ° — Zx x> = 


jas Гас) Г ata+ b) 
CUN C ^N E 








- Ë ¿bn 
ENIE a + (7 ) 
a= ГЕЛ da 3 гү 
= IA] Us + 2° + 4 АЁ 


ШЕТ Ц а> рр —-(и+ b). a > О, 


1 > EN 
(1 


END 
ri 


— 
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14.8 CD rg? Ñ х>б,В у 
y =(х-2}(х-4)+(х-4)(х—6) + 
2\х—-2)(х—-6) 
sA x? 8+ 14) 24(x - AY - 8; KUU Z 
y 2=; x=, Wl 
у= -(x-2)(x-—4d)+(z-4)( x -6)- 
2{х-2)(х—6) (B 14 HR) 
e-2(a326s + 4) 
= – 205-3) + 10; 
Ё А х6. 
у= (х-2){ 5-4) - (х -4) (5-6) -2(x - 2)(x - 6) 
= -2(х- 5) + 10. 
明 数 图 象 如 图 所 示 . 





2 3 4 


(DAHAR y = КАНЯ УАЗ y= 的 到 点 个 数 ,可 知 方程 х) = А 
的 实数 根 的 个 数 : 当 上 <8 时 无 实数 根 ;=8 时 有 有 3 个 实数 很 ; 当 8< 上 <10 时 有 


6 个 实数 根 ;= 10 时 有 4 个 实数 模 : 尖 > 10 时 育 两 个 实数 根 . 








2k 2] 7L 
-ARE 
. . sini _ сое 
1.[ 0< sind? < 1,0 < cost? < 1, X зг < Сш = tan48° ,cos48° < = 
cott, FE 
SiRF + cosd8? < tand + си48° ; 
tad + ceti < tard" + codi: 
сої + sind? < egi + tanti. 
X CA). 


2. 35 (P < 8 < 45° ,Ü < sin < cos? ,于 si < cos 8, 所 以 
sin? + зіп20 < cos? + сов = 1. 
` 45° 9 < РН sind zs cosd > 0,si 9 > cos? B , kk 
sin + sir” z» pos) + cos = 1. 
(0). 
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3. 作 CD. | AB, BE АС, ЖАУ D.E. A ДАВС Н ЯЕ, D.E 
分 别 在 边 AB. AC Р, М AC = 1, 


r= AB» AD = AC* cs = AC cosi = Э, 
МГА = ӨР, АЕБ = Р, С=2АЕ<24С=2. 
BECAS. 
4. 如 图 , 作 CD. | AB. 58 AB CF Б, MACD = ЖР B 
- А = БОЗЕ ВСЮ = Z BREA 06 = Z h. PD) D 
Z BCD = В = 45, BD = CD - 2. pC- 2a. 


YE RtAACD iF. AD = <3 PEPR Y. AB = AD 
_ - (第 4 题 ) 
+ DB 50, #08). 
s TEE E fl = fE ABC, UE Z ABC = ЖР, AB = C 
ВС =1. 4E% BA I| p, {E AD = АС. РС, AD = АС 
=/2,Z D= 22.52. Z DUB = 61.5 ,此 时 


cotG73Y = cot СВ = СВ = - — 242-1. D А B 
DE 4.41 
二 ,填空 题 (第 5 题 ) 
6. ЖАК DAE FE. 
tana + tani? = p aV 
tana "tani = g, £x 
_ _ lang + tana » 
B. r = cola + enl = tana "lan ` Ср 
рр | T 
s = cota cot = ела anf" us 


ED. ORAGE, D, oi s = 2. 
7.49, B H: BD СС IF RETE EET. D, É] 
ЛА = 139, В = 19°, / C = ЗР, MJ pp = 2. Ec 
在 


а p. 26 





RAABD t, Z BAD = AS RC AD = вр = =, 


RLABCD d. CD = BD: cal GÇ = BD- = "3 a dt 
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i 


AC = CD - = 5и a- $22 (У3-1)а. 


au абас = ai G- Dai Zoe 2:03- 02. 
$. 作 CH | AB,3E IE H, CH "E GF F PW 


CH = (3 ana = ccosa ' sma. 


CH ay CE C... 全 ,由 合 比 定理 可 得 各 - 


因 SABC o^ AGFC, WEE = АВ? 


ЄН+АВ _ с'совасыпасс _ etca ‘яла 
"CH + АВ ercosa'sina + с “osa sina + l’ 


9.il D #E DE BC Z AB PREKET E, AC = x, BE = y, MAE = A Bp 


La k y=. ZBDE = Z CBD = 3P, V 


J3 VE 
DE = ycotXP = у= 12. » 


ft RADE rp iio 5) 38 n] 13 


(14 xY = AD А+ p = {1+ oy ey, 


解 得 x = 六 , 即 为 AC 的 长 度 . 
三 .解答 是 
IQ. uEBH ”如 图 ,在 RaPtC Ф, AC = deoa, p 
ШАРВС Hi, BC = deat. FE, 
S= AB = AC + CB = d(cota + enf}. 





所 以 d = 2 
фа 


从 而 ,有 colg + cof zs 5 
11. 证 明 ”如 图 , 设 BD =< < MI CD = x, AC = 2x, 
AD ={5х,АВ = 24 2x. 


{第 10 RW) 


Е DE | AB 3E AB T E, DE = BE = Ш AE = A. TR 


DE 4/10 
si BAD = тр = 0 ]D ' 
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AE 310 
со, BAD = ir = 0 


4/10 


po 得 эш BAD + cos BAD = E ， 





sin. BAD с ВАР = 0: 


Bl. sin BAD 与 cos BAD 基 所 给 方程 的 两 根 . CR 11%) 
12. 证 明 ”如 图 ,过 8.C 分 别 作 4P ЗЕ, EE 
МОЕ F.M EB = PBuna, FC = РСытбо + B). . 


АВ ВЕ 
H BE CF = CF AN 


a ç _ PBsna __ doe c 
(第 12 BD) 











a+b  PCen(a + B) ` 


c __Рбчп; _ 
b+ c PBsn(B- r)' 


irt, BH. 
D. 88 REL. СӘ = sina. CE = cosa .注意 到 СЕ 
3 ACBD WPS, CD 23 AACE 的 中 线 , 故 





2( a? + sina) = deos e + — 





2( bš r costa) = Asma + = 


|= 心 | 上 上 
` 


CB 13 ED 


ist HD ,并 利用 a+ 0202, А e ыз 


14. üE BH TTE 45 , 则 对 
任意 固定 的 一 个 顶点 ,六 边 形 可 分 为 以 它 为 公共 顶点 的 四 个 二 第 形 , PERSA 
HEPES JASHAR e d x 45° = 180p ,矛盾 ,所 以 必 和 存在 三 个 用 点 А, 
B.C + АВС < 45^ ,从 而 有 sin ABC < cos ABC. 


练习 十 


1. 解 2-р т, ;为 整数 , 则 


L 1 3, „-- 
3r41-3x (+) +1= > t+ "E 
3 T 
艳 fet «t4l, 
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а 7 3 LO 3pB x. S 2 So ,- - S 

ЖЕП - у t< — 2 := - ЗЇ, х= - 2:3 к= 2 „х= 4 
2.8& (= dxi.n s [x], M] nO Orci. B 
“=(n+ti)t< n+ 15 n+1. 


可 得 O<n< Le. M n-20.1.S n= 08]. r0. хоо: п BJ. 


+1=1 [LEE 从 而 ,可 得 x UE 


3.8 厚 方 程 即 | - 1,77x|]= Ou 
- 2х5 - 1.774 —-2x-4l, 


Bosa эу QD ,满足 要 求 的 整数 有 0,1,2,3,4, 共 5 个 . 

4. 证 朋 ys ]+ixzi)-([yl+a 1yl)= Ixi- yl B Os iy 1 <1,0 
Гу «Т. хрр, Ш -ivil e I,QBErENIx yll. 

5.8 Alej Al ГЈ А-Т N Ogir) el, АТ 1 
а -<0,1xl=0, 这 表明 x YEA ЕЯ вана -1,Ё[(х 
tQ D =0, #19 x= - 1. 





6. ШЕ ДВ 因 п> 20, 
À n(ntl) n+l 4n(n*1)-(4n—2)(n41) 
^ 4п-2 4 7 A4n-2) 
2n*2- 
4(4n — 1)" 


H2n*2c4n-2,R 0c A 1 FEA 
n+l nint2) n+Í 1 
4 ° 4n-2 5 4 * 47 
nin*l), rn+l] 
WU =Ü 4 1: 
TR BR scn 是 方 简 的 一 个 根 . 设 sx<nm=[xj,r=ixi, 则 x=m 
&r(ü0xrel),x^2 тв т, [|е = т + [2mr г, = [z] = r. EARD 
程 得 





m + 2mr + r- m -[2mr- 2] = г>, 
Bi 2mr- [2mr + r^i. 


见 , 当 且 仅 当 2mr ЖЖ, х = m + т 是 方程 的 一 个 很,r ТЕО, SD n 
m a Lit 2m АА Elaman т WR 1.2... н MEUM 
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|8) x = n 这 一 和 解 ,为 


2(1+2+б+Їп-1)+1=л(п-1ї+1=л^-лп+1. 


8 2120-7 (n 为 整数 ), 则 *= 2517 ,代入 原 方程 得 


| 30n ит _ 
120 , 
则 MUT gei, 


解 得 - 击 < п < у. 所 以 n=0 By 1. 


БЇ 


S веб {х= а=, я =: 
9. ft 由 第 一 个 方 各 知 2 (у-у), НАВЕО ЕЕ Osy- [у] 


= 1) 2а x- [a] co si 3 oam 


«lI, у- [у] = 
B2 у] = 4,5,6. x 22, -4, x = 2, y-5L;x-2À =6 4 
- уст уз 3 ' 2° 3:795 
10. uE BH w A Ana УЕ ЙА D 
< n + 1 , й 


4n+1<(/n + n+l) edni. 
id к= [/4n« 2]. l 
kj z4nale(Ck1Y. 
注音 到 任何 一 个 平方 数 被 4 队 后 不 能 余 2 也 不 能 余 3, 故 
k к4п +1]<4п+2<Ап+3< (k 1)". 
这 表明 大 是 y 4n + 2, / n+wrn+l 的 整数 部 分 ,命题 成 立 . 


ОЛЯ] < [^t А п> 0, 故 п 1л) + п. [8 n. 


[Z] n BRER А e DI Га] < n ET a 0С) Hl л ра 
Bebe le [x] ea 514 ,Ee атая 
[i], 


1.8 2“ e -l2xle.4x] + [61+ [8x] = [n 222] + [2n + 4a] + [3n + 
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ña]+!dn+8a] Ое < Xen BIETER., 


ш sac MTS Юп: ac В, T= 10a + 1: ` itga < eu 


= 10л + 2:84 so« 于 时 ,= 0n edi <a < 了 时 ,了 = 100 + 5; 1-2 g €^ 
< 方 时 ,T= 10n+6. 因 此 ,在 前 1000 个 自然 数 中 每 :0 个 数 中 就 有 6 个 数 满足 
РЕНА 600 个 数 可 满足 要 求 . 

Іо. PR k+l- E z2b + 1.24 2k + 12 1980 П}, pit 


Ж? X OXY. .997 , [1980 
JD PARI BATUR, cz 990 EL [oen] L og Ton -logo gap ] 这 1980 - 90) + ] = 


99] "GE EA FH IS]: 3 2k + 1 < 1980, Bil овоне. E неол. пў 8b 4H 
等 、 А, 人 不 会 出 现 后 项 比 前 项 大 于 1, 即 这 990 1-38 Н НЕЛЕ 0.1. 


990 ] - 495, 因 此 Ж-Н AS e ERE 991 + 496 — 1= 1486 个. 


h + 13 ^H E ] 
1980 ~ L 980 


2. .116go 


练习 十 一 


— iA 
. pj 2200 > 535567 _ (25% 2 89! р 8 = i(mod9), ПР 87 2 – 1 8 
nod нн 

2. BE 3^ 41-2 (37) 4159" +1, 9 mods) ,9" = 1^ = 1(nod) ‚ДЕРТКЕ 3 
数 为 2. 

3. 9 19=2(modl7). by 19/99 2 5/99 (9 — 199 = (1) ә – 16 
(modl7) ,所 求 余数 为 16. 

4. x-1990(1 4 2 + 1990) = 995 x 1990 x 1991. A 995 = 5( пой) , 1990 = 1 
(лю), 1991 = 2( mod9) , Ж 995 x 1990 x 1991 2 5 x 1 x 2 = 1 (по), ЖУ 
1. 

5. Bj 29 4006 = — 4( mod100) , Ak 

2989. (3/28. { — 438.33 = — (4%)!4.2 2 = – 414.2 = _ (232.2. _ í _ 4y? 
2-222 5122 B8(modl00) . 

BEKK PA u ЖИЛ 88. 

mA 1 
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б. Ш Y (445 +20; +) = ag, раз x 100+ (100a. + 106; + a3) - 
(án, + 2a, + ag) = ап, i7 a4 X 100 + 96a. + Sa, = 8Óa,a, U x 125 + 120, + 
a, ATAL 81 N (Фа + 2a, + ag). X. 814a; + 20, + ag, IL 8I N. 

7. uERH. [MX n2 - 2pmodín + 2), n- 12 – 3(modí(n *2)),n- 22 - 4 
(mod(n -2)),-*,22 — n(mod( + 22), BEUL 59 – 219 5(mod( + 22), (n 
-2)95.( —4)95( (mada + 21)),:-,275 2 O п) поі аъ 2). LL I Cn — 1) 
等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 

MAS a ga goe = modin + 2), 
Hi AIIE 4 2/95 43195 =2 mod( n + 2)), 
LEF п 为 奇数 , 则 12,n+2)=1, 于 是 
J 2 mod(n + 2)). 
I. 1995 4.21095 431095 了 站 不 能 被 n+2 整除. 
8. ШАҢ 注意 到 
t = 25 = 3 — #t(mod5), 
H a= 4k+ rf 上 为 非 负 整数 ),r =0,1,2,3, 则 
14274 324 4^ = V 207 + 3 + A'(mod5). 
容易 验证 = ОВ, 57 2 3 214; r= 1,2,3 0,5117 +2! + 37 + 47. И SEL, 
9. 解 ir a= 300303, XI 
nzà3:W6 a xl ye + 3 
= 3 + Зх + 9у +3 
= 3(2 + x + 3y)(modl3). 
МНЯ 2? + x &3v 时 ,13fn. 注 意 到 
2+x+3y=2+9+3x9 = 38, 
B 2-x-3y2132524x-€3y = 26, [38 (x, y) = (8,1),(5,2), (2,3), (9,5), 
(6,6), (3,72, (0,8), 

U F7 T ЖОЙ HL EN ТУ ЖК: 3080103, 3050203, 3020303, 3090503, 3060603 , 
3030703 , 3000803. 

10. Ё N-(Ix3x5x7) x (9x ]l x 13x 15) хс x (1993 x 1995 x 1997 x 
1999). 

上 式 每 一 个 括号 内 的 数 都 形 如 (8k DOR н 3) (8 9 5) (8k e 'DCE ЗЕТА 
ЖЕГУ, ПП Sk + 1 = I(mod8), Sk + 3= 3(mod8), 84 + 5a 5(modB), 8k + 727 
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(mod8) , BË 
(BE+ 1E З) Е +5S)X(8k+7)=lx3x5x?=l(mod8), 
HIE. N= 1i mdg}. 
id N Bs р M MJ M= N= l(mod8), REI 1251 V, Rf XU 1251] M. i M 
= 1254,19 «8, M| 1254 = 1 modë), E 9 = 1.2, 7,7 PRA EE PT RHMX S 9-5 
时 才 满 足 . 故 M = 125 x 5 = 625. HD Fk. 


ll. 解 + n 24k. 001 
s= GU p ТК gu o 
264214641 
= 4(mod 10). 
d л= 46+ 1,1 


S = qi gari ike 
=6 +? + 8+9=ÜD:mod10); 
Ж n=4k-+2,B 
5 LA EGA AI, giri gir 
=б+9+4+1=0(пюй}0); 
F n=z4k+3, M 
$ = 
=ü+ 3+2H+9=((modl0). 
Zk ERGE, A H Sss0(modlO) ,所 以 满足 题 设 要 求 是 n = 4k(k ЗС). 
12. 证 阴 5 Ж-Н EDEEM А rh. {т EREA 
有 多 于 3 个 的 不 同 数字 , 则 必 出 数字 1,3,7,9 组 成 .人 得 1379 2 0(mo2),3179 =1 
(mod7) ,9137=2(mod7) ,7913=3(mod7).1379=4(moəd7) ,3197=5(mod7).7139=6 
(mod). 对 于 任意 自然 数 М. ,分 别 将 1379, 3179,0137,7913,1397,3197,7139 接 在 
M is  Hrh y И ЯШ ICE. 


练习 十 二 


一 填空 题 
LE ES CE 并 延长 与 B4 ("EIER Sea КУЯ AE F r Z CAF, ËI 
Z САЕ= Z FAE. М. АС 为 直径 ,AEC = ЖР. AE | CF, AF = AC. E СЕ | 
A.X D УНС 中 点 ,于 是 
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1 
2 

2.8 ЈЕВ BO.XEKcEROO ТС, Et АС MZ ВАС = XF. H С = 
LC 


DE = BF- (ABA AF) = 3 (АВ + AC) - 1 (86) =?. 


occu AB 
sint; = sinc =p” = 2 ` 


з. ЕЛ, О B ДАНС SD BE BI RBS , BIS P3 TEE HERI S608 Lx 

ВОС = 18 - + (Z B + Z C) = AP - + (18 — Z A) = D. 

4.M Ж CO. DO, Z DOC = 2 Z CBD = ВР, C 
LÀ 


ZMCO = -у 18р - Z DOC) = SP TZ СОВ = ZM 2 N 
+ Z MCO = 20 + ЯР = 70. Жї B] ЖО BDC = 


+ ВОС =35. (#48) 


58 fE OM | ВС.М 为 要 足 , 交 EF 于 NN, 则 ВМ = MC = Ó BC = 3. BL 
HE АМАР Е, AM = рм, DE+ EN = АВ + BM FE EN = 4. 
连结 OR OE, WOO О ЕЕ, W 
ОМ = / OB — ВМ?=/ 3, 
ON= ОЕ? EN = E-A. 
X. MN - ОМ- ON = AD - 1, f 
Y R 29-4 RB 16=1. 
解 得 B= 5. ОО 的 半径 为 5. 
二 ,和 解答 题 
6. 证 明 ”连结 BF, Н AB HOO HS, 8k Z AFB = 


OP. X AB | СР, КЛАРЕ  RAAFB H 45 = ДЕ. Fl AP 


"AB = AES AF E BD W| AD? = AP- AB. RIE AD? = AE: 
AF. 
7. 证 明 如 图 ,连结 BC. AD. AB | CD, ik Z СРВ 
= Z APD = Ә.А ЫҢ НИ 
РА? + РО? = AD, 
РВ? + PC - BC, 








过 点 РАЕВА DE, 连结 AE. CE, Ў DAE = Z ECD = WF. T E: CE // АВ, 
ВС = pA FIA BC = AE. 

ROO MERA mn, 

Ар? + BC? = Ар + АЕ? = РЕ? = ARP, 
M: РА? + РВ? + РС? + Рр? = Ар? + BC? = AR" (XE ÉD. 

R HERB 连结 АС. BC. ЩАС = / ЕВС. Н OC ЖЕФ dy АВ, АС = 
ВС. У. AD = ВЕ, ЛАРС АВЕС, Ж CD = СЕ, Z DCA = Z ЕСЕ, W) Z РСЕ = 
Z ACB – Z ECR + Z РСА = Z ACR = UP. Bk ACDE HS IEEE A8 — Е. 

9. 证 明 连结 СВ. ED СВА m Ñ Т, ВСЕ T + ру, СВА + 


Z BCE "(+ gi) Um oor "+ (42 + др), OC EEFI АВ, й 


"ih. 


= l . 一. F4 1 一 1 — = 
АС = ВС T 36 Z ССЕ Е y pet вк) = у СВЕ: С D 275 СВЕ CGF = 


Z D. TE ACFG—ACED +í ЕЕ = EC M СЕ+ Ср = CG- CE. 


10, WAR ЕЕ DF, E FB.FC,W FB ВО. AC] ВР, FB Z 


АС,Ж Ap = gp ABS FC. VUA ОЕ 是 ADFC Ф ОЕ = 1 ЕС = T an. 


2 r 
IL ER АРС = Z ABC- АСВ = ӨР, AACD ^. ДАРС, AG = 20, 


ËH AC? = АР-АР, RZ PBC = Z PAC, АРВ = Z АРС = GP LER APBD APAC E 
PB PD › › 
p = рс PLA Ph. PC = АР. РР. FE 

АС + PH: PC = АР+ AD + AP* PD = APAD + PD) = AP2, 

12. 解 jh О{ЕСЕ_ АВ, T E.B ER = — AB = 


,EF= FC-GE-D-Rh,.H BE? = CE: EF, 战 


I 
(7 = h UD - h). 


P + 412 
解 得 上 = 一 一 一 "RE 
E db -YXXmm, h = 50mm, W 


(Ж 12 gn) 
p PELA SE gp 
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13. 证 明 SEE AD Ы AABC SED E T ñ Р, РЕН | 
СЕ I BF. J| BFA = Z ВСА = Z ABC = 2 АЕС, BIZ BFD 7 
BF BD | 
= CFD, РО Ё ВЕС, А, р = Te: ` 
[S Z ВЕР = Z ВАС, Z ВЕЕ = Z ВСА, IX Z ЕВЕ = ` 
—BFE.# ВЕ = FE. {F EG | ВЕ, ЖА G, Wj c у BF Ф 
Ë, R a[48.Z GEF = -L Z BEF = Z СЕЕ, AEGF yg AECF ,有 


GF = СЕ. BF - 2CF. Т8 BD = 2CD. 





{第 13 BD 


练习 十 三 


LERA (DWM, B AE = ЕС, АЁ= EC. Z1= 2. X. AB = АС, ABC 
= АСВ, 7 Зв р, ML = 3, 所 以 Ll= Z D, BE 272 = 


ZD,# ED = EB. А 
(2) AZ ACE = ZL = Z D, ië ЛАЕС л AACD, € £ 
AE AC 22 AF. _ л 
AC ^ Ар AC = AE AD. X Z3= Z2= ZD ,# AC 
= CD, B, CD" = AE- AD. 
2.48 Ж, AC. BM = MC, Ti Z BAM = (第 1 88) 
AB BE „АП РЕ _ BE DF 
人 人 CNC go Eae = pe Х АВ = АР, ге = pe P| ЕЕ // BD. 


3.WEBR 如 图 [HC AED- DFA =9F, 4 ADE, F VIS EIB, BEF = 
< CAD. X. Z CBD = Z CAD їй 2 ВЕЕ = Z CBD, TJ% EF // ВС. 


C 





АЛЕЗЯ 如 图 ,连结 FP, 因 AP. 1 ВС, AD = РС, PD = - АС = AD, 
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Z APD = Z РАР. EHZ АРЕ = Z PAF. PRU FAD = Z FPD, 

因 EF Z AC, FD Z AB, EE PUE. EDAF AE fr ЛЧ, Z ЕАР = Z FED. 
PH PL, Z FED = Z FPD, WAJE EFDP 有 外 接 圆 ， 

5.uEBH (DE 

Z ОЕВ + Z ОЕВ = 180, 
t OEF B NARE, ZOEF = Z1, 
同 理 OEH = Z2. H 
ZHEF = Z НЕО + ZOEF = Z1 + Z2. 

[8]3H j^ HGF = 3+ /4. 
六 AC! BD, 故 1+ Z3= Z2 + 4 Р, ВЕД 


Z HEF + Z НОЕ = Z1 + Z2 + Z3 + Z3 = 18Р, 
MNE EPGH ATM. 





(55 5 EE) (38 6 EB) 

6.Ж аз, AE ABCD 一 定 有 外 接 阅 ,如 图 ， 

E a»bE AB ЕНУ AM = 由, 连结 СМ, AAMC ADC, 有 和 AMC = 
ZD,CM< CD. X. BC - С, CM = CR. (H ZAMC + Z BMC = 18P , SE Z D + 
ZB = 180F ,四边 形 ABCD 有 外 接 圆 . 

同 理 可 证 , 当 a < 5 DERE DE. 

ЇЇ а= В, AB = AD Н. AABC a AADC. WJZ B= Zb, X. Z B 5857 D 不 一 
定 是 直 前 ,因此 ,四边形 ABCD 不 一 定 是 国内 接 四 边 形 , 即 不 一 定 有 外 接 圆 . 

H EIE, axb M, DHE ABCD — ЕН ЛЖ]. 

7. 证 明 Ш AABC 的 过 长 为 3a; 则 CD - 2a, CE = a, TE DE | AC, EEF, 
РСЕ = ЄР.їй 

CE = СРсов = a, 
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FE HEES, РЕС - 90, X. AADB.. АВЕС, T Hl АрВ = Z ВЕС, С.Е. 
P.D 四 点 共同 ,有 上 DPC = Z ПЕС = ЖР. 


8. ШЕЙН fEZECF= ZABD= > АВС, CF ЗЕ BD + F. X. CF 在 DCE 内 
BE, F ERE DB 内 部 , 则 B.C. FE NRI. {К ACB > Z ABC, PT Ú) Z ЕВС 
< ZFCB,M rH СЕ < ВЕ < BD. 

9.uEHH J BD "Bia М, E FMAM, WH Z C = ZADE = Z В, ЕТЫ ЛАВР 
—AADE 48 40 = AX DF = FE, BM = MD, R47 - ЖР, AAMD ^ GAFE, Èk 
ZAFE = / AMD,A.M D. F VU e ЖШ, M fg МЕА = Р. MF ВЕ, ВТВ 
AF | BE. 

10. 证 明 如 图 ,连结 ЛО, Ж AB T C, ES 50, 
CS. [М AB | NS, # ZAMS = 900, X. NS 为 直径 ,有 
ZNQS = ӘР, C. 0.S.M Ч НА, CS 为 直径 , CS > 
MOMO ЖЕЕ ИЛ), АЯ Z СОМ = Z CSM. X. Z NOP 
= Z МР, fi Z CSM = Z МЕ, PRACMS л ARUARMS ,有 
CS = RS. FRL RS > MO. 

11. 解 (1) 因 BE АС, CF | AB, fi 2 ВЕС = 
AZ BEC =©%}.К B.F. E. CHARA. НЕ, F. G. H 
Fugx3tB AG. KH IEE. PE AK LAO. GH. ЕР, 

САК = Z СНК = / СЕЕ = 9€? - Z GFE = WP - Z BGE, 

X Z A0B =2 BCE ,їй Z ВАО = Р - Z ВСЕ, # Z САК = Z ВАО, В] AK 5j 40 
重合 . 

(2) 设 давс 外 接 贺 半径 为 R, 则 AK = КО = 过 .连结 GH, EF WU АКС = 
Z AHG= ZAFE = Z ACB, id O fE OP. | АВ, Р, AOP = 7 АСВ, Е AB 
= 2АР = 2ADsm AOP = 2Rsin ACR ,所 以 

AG АС 


ап AKG вш АСВ 
_ АЕ ‘соз, ВАС _ АВсоз ВАС 
© anZ ACE зш АСВ 


= 2 сов’ Z ВАС. 





{第 10 ER) 





AK = 


Br A = 2Rcog Z ВАС, B| f5 cos? Z BAG = +. X. AABC 为 锐角 三 角形 ,所 
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以 cos ВАС = 3 ,可 得 一 BC = GP. BIDS BOR. 

12. 证 明 如 图 ,不 妨 设 ВАС ж Z СВА, Р {Е ВО 
上 .延长 AP Z BC F D. RER, ADAFE Я, Р 
Jr AD Hh ex LX. MOS AC IP etui РМ ВС, Z ОРМ = 
Z QBC. H BH | HC, ВО QC. H B.C. Q.H Vil ca JE 
PH. 于 是 





2 ОНС = Z ОВС = 2 ОРМ, 
12 88 
TH AM P. 0 NARH. 第 | 
练习 十 由 
一 .填空 题 
1. ЁН. O fE EF// AB, 22 AD. BC T. E. Е. Ж? D. мс 


G 
06, 刚 АВ// EF // DC. EF ЖЕР e tk BUE NS 7s 13 Е N F 


Sama = У (АВ + CD) х13= EF x 13, 4 5 
GR t ERB) 
ig EF = 10222 09:2 = 34m) BERI ӨЕ = 13320). 
E RA EOG F, 


si QEG = 2 
Ék OEG = 4 , 即 梯 形 中 较 小 底 角 为 AS. 
2. 如 图 ,连结 ОС, ОР. AOD "FP, AO. AD 上 的 高 均等 于 全 0 3⁄4 $k АО 


= D4. 同 理 , BO = BC. É AB = BC + DA = 5. 


人 
E 
ү, 1 

4 Ü в B 5 C 


(B 28) (第 3 题 ) 
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3. 如 图 ,连结 OE, OF, A0. FS AB. AF, DC ORAE ELI ODER АИ Z2, Z3 
= Z4, AB= AF. EC = EF. 18 Z AOE = WP. X. OF АЕ, OF? = AF EF. i& 


T 
АВ = 20, Ш EF- -2 utn AE 2 5-4, DE = —- a. 所 以 
2а 2 2 2 
DE: AE = 3:5. 


4. t A fE AQ // BC. e. NM EKAT O WAE = 20 X. Z AQM = Z MNC, 


2 АМО = Z DMN , Z DMN = Z САМ, ET), Z АОМ = Z АМО П AQ = AM. T P 
РЄ: АР = CN: AQ = CN: AM = CE: AF =315. 

二 .解答 是 

5. 证 明 连结 BC, 由 ARACO HE LZ АСВ = 900, AD | BC. X. BD H 
0 基线 ,有 BD | AB, UT EL Z ABC = Z ADB. [S АВС = Z AEC , й Z ADB = 
АЕС, Я EF. D.C RAER , РП ЕСЕ = Z EDF. 

6. ШЕВ 连结 NC、DC. 因 АС 关于 BD IIE, Z СМО = Z АМО. TREE 
РА 平分 A ТАР, MA XE Z ТАВ, i МАР = A. X. Z PDQ = 45, ЕТЕ Z МАР = 
Z PDO. ERAAN 15 ^ РРО Н, Z AQN = Z DOP, ZANG = Z DPQ. TÆ 
См) = 了 DPO, 可 知 P.O N.C 四 点 共 圆 . 同 理 可 证 М.м. О. СЕА. Т 
以 P.0.N.M.C 五 点 共 圆 , 即 五 边 形 PONMC АЕТ. 

7. 证 明 j M.N 分别 作 AC ЗЕ МЮ, ЛЕ, ЗЕ 
E DE mK). 

AZ РАМ = Z QAC, Z ECN = Z QCA, m Z QAC = 
Z OCA W Z РАМ = Z ECN, RMA РАМ a Rt ECN, A 
MD MA MD MB 








лее NC :注意 到 МА = MB, NC = NB. с = ро. р у 
MB DP Мр DP, 
X. MD/ ВРІ NE. Wip = pp Pr k) mE = pp ЖИЙ, (第 了 题 ) 


有 Rt А МОР os Rt ANEP, Z DMP = Z ENP. B] Z МРВ = Z РМР. Z АРВ = 
Z ENB , EFU) MPB = Z NPB E BP ЁЛ Z MPN. 

8. ИЗВ "DERE COCA. AB, PC. СО. it. MN,AB 73H35 OC ТЕ. р, № 
CO ЖЫЛ] AB. X. MN 为 全 04B 的 中 位 线 , MN АВ, OE = ED, MN | OC. 
所 以 

РЄ? — РО? = (PE! + CE) - (РЕ? + ОЕ?) = СЕ? ~ ОЕ? = (CE + ОЕ)( CE - 
ОЕ) = GO CD. 
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# Rt AOC th ,AC2 = CO CD, RAER, A 
РС? — PO! = АС? = ОС? = РС? - PQ. 
所 以 РО = РО. 
9. 解 ”连结 OE, OF. OC. [N СЕ. СЕ, ALB, 均 是 
ОЕ, B F= B F.A | H= A, E, СЕ= СЕ. fg 
AA B CHEE = CB, + B, H+ НА, + AC= CF + 
CE =2СЁ = 8. 





所 以 CF =4. 
Б РОС = x Z F0E = ЕОР. RA OFC 中 ， 
Fo 4 4 
anc РОС = ое = ор 3 ° 
求 得 OF -3. 


19. ШЕЯ ”如 图 ,分 别 连结 AC. Ар, T 0.0 
ЖЭ 3838 ABCD РУУ. MN 530 O 切 于 上 ,分 
aE% OE. ОМ, OL, ON, OF, ЖІ MOL = а, 
Z LON = B, Z ABO = e , W E ML EOM = а, Z FON = (第 10 Eš) 
B.Z EOF = 20 +2B = 180 -28, 故 

Z BON = %P — p- B = a , Z CNO = Z NBO + 2 BON = ç + a = Z АОМ. 
X Z OCN = Z МАО У OCN 2 MAO, A 

AM* CN = CO- АО. 

[E] BE H] iË АО, CP = СО+ АО, 
所 以 AM- CN = AQ- CP. 
МЕЧ МАО = Z РСМ, ТЕ A АМО os A CPN, F Z АМО = Z СРМ, I| М MO // 
NP. 

П.Й < A.C 分 别 为 上 和 J 在 他 们 的 视线 被 挡住 时 的 位 置 ,8、D 为 他 们 
首次 再 看 岂 彼 此 时 的 位 置 (如 图 }. 

令 P AC 延长 线 与 二 延长 线 的 莹 点 ,这 两 条 直线 与 建筑 牧 相 切 , 旦 АС 
二 48. 令 站 为 建筑 御 的 中 心 , 呈 为 建筑 物 与 АС 的 切 点 ,t КМА S| B 所 用 的 


В.Е) ( 2р), 0] AE 3. CD = t, CE = FA = 100, OE = 50. [H CD // AB w AB - 2, 


H 








= | 
: 
S 
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所 以 РС = 100. P 
4 G 为 建筑 先 与 DB 的 切 点 ,连结 OG. UJ] oc | BD. 延长 
EO Z BD T F , EF A BE ABDC 的 中 位 钱 , 所 以 EF AB, C 








A 
ЕЕ = (АВ + Ср) =, d 
MC OF = EF- EO = 2: — 50. 4 
Hi] СЕО = Z АВР 得 RLA 6Р0. RA^ АВР, Ж СЕ = De 【第 11 ER) 
所 以 gr. EALL, 


TE Ri ОСЕ F , OC? + CF = OF, RI 
50 + (y = (21 - 50}. 


解 得 = О. 分 子 与 分 母 的 和 为 163. 
12. 证 明 上) 如 图 在 射线 AB ЕДАМ = АС, Д] 
BM' = AM' - AB= АС – (AC - BD) = BD. 
ШЕЕ BD ZAC 于 五 ,连结 OC.OD.CM' DM , 则 OD |. 
BE,OC | AC, PRU 0.C.E.D 四 点 共同 ,用 AEB = 
Z COD. M) 
Z CMD = СМА - Z DM' B (第 12 C1) 





l l 
= (18; ~ Z1) - > O80 - 72) 


= y (Z2- Z1)= y LAEB = y Z COD. 
可 知 点 在 М © О Е.В BD = ВМ, OD = ОМ, ОВ - OB. МЫ 2 0DB — 
A^ 0W'B. Ж Z 0M' B = Z ODB = ФР. AE ғ 55 т 
СОЖ. 
(DRAE AB. БЕЖЕ АМ = АС, М] 
ВМ' = AB — АМ' = (АС + BD) 





{ 





АС = ВР. СА „ӨМ , CO | DO Wt] A CMA = 4 M| (AD 
T (ap - LCM), ZDW p = - (180 - (第 12 88 (2) 
Z DEM ). 所 以 
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Z GM'D = IP - (Z CA Z DW B) = > (Z САМ + Z DBM). 
Но. C, 4, M MEEA, 0, D. B. M Vii dl, A СОР = Z CAM + 
/ DBM , EZ СМР = — Z C0D M EGO E. 
FOIE OM' AB Wy БООН. 


练习 十 五 
一 该 空 题 
І. АЗЕР Rr R> r) AEE 
l: r=, Ф 
(Re ry 2008 r)2, D 


В.О 9 R=4+2/2,r = 4- 272. 
2. 连结 АВ.0,0,.А0,.АО,. Ш 0 0, ФАЗЕ AB. EE O, B, Wl] Z AG. O 
= T Z A08 = Z C, LADO, = Z D MEAS AD Os AACD, 有 他 = = 2. 
3. 如 图 届 ) iR AB EARRA ,连结 0,A,.0,B,OLM.O,M, TE OCL 
O A.E C. MN 2 OU," T D. MD=- MN - 1, H 
OD=v OME- MD! = у 2А, 


0,D- у OM - MD? ={8. 





(B 3 EF) 
FUE. AB = CO,-. 0,02 С = v (0 D+ ору CÈ., 
= (62 a 8 T3 452 _3]2 


=2 74443244 24A cm). 
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如 图 (2), 则 

AB= О ӨЗ— CO =, OP- 0,DY. СО] = 4-243 Cen). 

й ЕТЖ AB RI d + 2. 3em Ж 4 -2/3em. 

二 ,解答 题 

4. XERB З Е.Р AC AB ВР СЕ ifs РЕ. 
ODER -© F ЕД2 


_ 1 a d.aíap. Lans pp 
= z САВ + AC) 7 АВ=-уАС= DF. 


HI D tor i tO gp КҮЛӨ E38 MOD OF ISPEI. 





第 4 题 ) 【第 5 题 ) 
5. 证 明 如 图 ,连结 EH МЕРЕС, ЕС 5 HF IOS. P REGIS A 
ZA Z С = ФР, 

т. 

2// AEH +227 СЕС = 38 - (Z À + ZC) = 18Р, 
ШП Z AEH + Z ЄЕС S 90. 
Л АЕН  — ER. Z СЕП T T FG M 

Z Epi ^ — (EB + FG) = 90, 

可 知 EG! HF. 


б. 证明 ШШ ES AC. TEC WAIE AM ,再 连结 OR, ОМ. 
dB A.M.B.C ЖЧ ACD = Z M, 
tH А,О,В,О ЖАА МОВ = Z D. 
TE ОВМ = Z DAC. V. ОВМ = Z OMB = / ACD 2 DAC = Z ACD, 48 AD 
= DC. 
7. WEBB ”如 图 ,连结 BO ,是 长 交大 图 于 下 ,连结 FC, 则 BF AAEN ТТ. 
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(第 6 是 ) (第 了 7 题 ) 
Z ВСЕ- WP. X. BC Ei [83 UJ E, OE | BC. iE XS ВО = ОР. OE = 


1 
7 CF. 


连结 PD, 有 BDF= 90, FD | BD. X AC | BD, ik AC / DF, CF = AD, 


从 而 可 得 CF = AD. AIE, ОЕ = j4D. 


8. WER 如 图 ,连结 ABO, B, 0;C, WZ САВ = Z DO B =-у 7 BO, C, 0, D 
Y Ж BO C. X, OC O B, ik O D | BC. 





{第 8 题 ) (Жо) 
9. ШЕВА 如 图 , 设 以 AB LAC ЭНОШ Г 9123 M L, Ж 27 И.Г. 
Hj NGEH ND. МЕ. Ш МАВ = Z MBA, МВР = Z NDB Т АВМ = Z МВР, ES 
Z МАВ = Z NDB ,所 以 AM // DN || LA // EN. TR L.A. — 5 PE MR Е.М. 
Dite. 
10. 证明 如 图 , 作 OF | CA. OF | DA, EE Е.Е, CF = FA, 
ОЕ, = АЕ. XIE 0,G | AB. O, C, | AE, XE IERI C.G, AG = GB, АС, = 
EG. 
fE ONLO C, O M L OF , 么 是 分 别 为 NW, 则 NO ВР, O, M / DQ. H 
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Z ВРО = Z DOP Я] | В 
ZN00,= Z BP0 = Z DOP = Z M0, 0, S 
TE А ОЛО, RAO MO. ON= O,M.ik P 
ES] ONGF 5 O MF G ЗК Е, й 
FG= ON, F,G, = МО. ЖА FG = FG. ВС 
- DE. 
П.ж (OD Z C -0»,fE АНІ BC T E, B U Z САН = ЭР, CH = АН: 


anie = н. HZ ВАС = 75°, B ВАН = 45°. XZB = 45°, ВН = АН. б АН 


fa 
* m. BH = m, ВТ 






{第 10 EH) 


= m, M| CH = 
BC = BH + HC- а + m=3 +48. 
PRE m= 3. АП АН = 3, HC 43, ЫА AB 2 /2AH 2 342, АС = 2HC = 243. 
QUIS РА AAF A. BWA B = Z SAC = Z AED, РЕ! ВС, Zx АРЕ А 
A АВС, M if 
AE: AD = AC: AB = 243:342, 
BA PAE „25 РРА, 


12. 证 期 ”连结 AQ CO EQ. HOWEN. H EL FC, 
Q 四 点 共 贺 , GH Q.C PU ra dE PR B Z ЕОС = Z СЕС, 
Z НОС = Z FGC. X Z BAD = Z FCG, P Z ВОН + Z BAD 
= Z СЕС + Z ЕСС + ЕСС = 180, B| I A.E. О.Н. к рушу 
ER. РА КОА = Z ЕНА. X. BC Z DH. Z ЕНА = Z СЕС 
= ЕОС, / БОА = Z ЕОС, 0 E HER AC 上， 





练习 十 六 
一 .填空 题 
1. EC = х, BE = y, ED = с, H A DCE 5 ACD 可 得 
CD _ ЕС 
СА DEC? 
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内 CD =4, AE = 6,18 


1% r=2(r= -8 PEME) М 
ДЕ EC = BE* ED, 

可 得 yz = 5 x 2 = 132. 

注意 到 yez:«444-8, 


(23 .= A 
ss ipsa tog D AD SEM Y. 
zc - 


z = 


BD = 7. 





z = 7. Ё 


2. 由 BE = Z DUE BID. B.C. E 四 点 共同. 因 
ZEBC = Z A+ Z AEB = Z DCE + Z РСВ = Z ECB, 
Ш EB < EC.YR BCPA, ЕЕЕ EF MÉ EFI BC. TR 


АЁ = АВ - BC 


fk RA AEF 中 ,有 


OM- OP = QA- (В. 
QN? = QA: ОН. 





uja 


BE QM =x, QN = y, W MN - MP= x+ y QP = 2x + y RADH 


r(2x4 y)- y^. 


RENAE 
АЛ) = 
B EJ DE = ЛЕ - AD = 5 – 
3. К,а 
id os QN = QM- ОР. 
ВП (x+ y)(2x - y) = O. 


帮 у= 2х х= 408 E) TE РМ: MO = 3:1. 


4. Ё АЕР = ZLAFD = Р, A ED. ЕЧЕН, H AD REB ECOL V 


由 AD j АС. [ЯП PD ЗАЕВ jk 
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PD? = PE- PF. Т 
IZ ADF + Z FDE = 949.7 FDC + Z G = ЖР, Z ADF = Z С. V. АЕЕ = 
Z АРЕ, Г ZZ AEF= Z C.M E. B.C .F 四 点 半圆 ,有 


PR" PU = PE* PF. 2) 


H BD =2. DC = 5. lc di Con TS 
(PB + 2)2= PBCPB + 7), 





解 得 PB = +. 
二 ,解答 题 
5. ЕВА ”如 图 ,是 长 DC ЛОО C T P, ЗЕК CD 交 À 
O0 F о. AB UI OC ÓT D, GC CD | AB. M aT Xn 
DO = DC = CP. 
МАЗ sg BB RT S 
PG- GD = EG- GF, 
CG- GO = EG* СЕ. 
zd PG*GD = CG- GO. 
Hl (PC CC) PC - CG) -CCD - GDYCCD + DG), 
可 得 PC — CG = Ср? — GD°. 


Ы PC = CD bk GG = DG. 
б. 证 明 H MN S0 0, BU]. y AUA, 
MY? = ME: MB. 
又 CB © 0, IK UTER MCA СВУ = МАВ т 方 BAN. II MN 0, ЫТ м, 
t Z BMN = Z С. B LJ 
Z D = 180 - (Z Ú + Z CBD) 
= 18? — (Z BMN + Z СВР) 
= 1802 — (180 — Z MNB - Z MBN + Z CBD) 
= Z МЕМ. 
有 MB- MD. T MN = ME- MD. 
7. ШЕВА 根据 相交 纺 定 理 ,有 
РС CF = AC: CB, 
CG: CE = AC: CB, 
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Ж DG: CF = СС СЕ. 
Нр CF( DE + СЕ) = CE( CF + FG). 
可 得 CF- DE = CE- FG, 
Ер DE: ЕС = GF: FC, 
8. 证 明 如 图 , 设 tj PO 2 T D АНЕ, 
DP- DO = DC- ПС, 
DM- DN = DB: DB' , 
HZCCB-ZCBB-WPARPHCIBSSCIBguAaIB TE 
De DC = DB* DB’. e 
从 而 ,有 DP: DO = DM DN. 
& P M NDARE. 


TES 





B 8 Bü) GE o0 EB) 

o. R 人) 如 图 ,连结 烈风 , 因 要 为 所 中 的 直径, 有 BD | PD. У. PA Зу 
СОО 的 切线 ,4 为 切 点 .有 0A PB SK OW BD, Z1 = Z3. X. ОА = ОВ, 
Z1= 2, 所 以 LA2= Z3 EG O h, AC = А, E АС = AD. 

(DE Р-ДА, Z P = Z2 = Z3. E RA BDP Ч, P] 22 + 73-2 ZP = 


XP, Z P= Z2= Xr, lit OE = 04 = 20Р. 
ri O E£ F R.M PE-R.PB-3R,T E 


PA = РЕ* РВ = 3R2 = 16, 


可 得 к= Эгем). Оо WABI on, 


10. 证 明 连结 BD AD. A АВ X60. 的 直径 , 故 了 4DB = ЖР. У 加 为 
FC O, Ва, CD LAB, 是 有 К ВСР. Ri 和 ВРА ,可 得 
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即 BI? = BC- ВА. 0) 
М ВЕ REOOO 的 切线 ,有 
ВЕ? = BC: ВА. D 

HO ,加 得 BD = ВЕ, пй BM A DE ЗЕВС, MD = МЕ. 

H.$8 (1) 如 图 ,过 点 PÍEOO,.00. 的 内 全 切线 MN. TH Z BPN = Z A, 
Z NPC = Z ACP ,Z ВРС = Z BPN + Z МРС, Z CPD = Z À + Z ACP IZ ВРС = 
Z СРР). 

(2825 0,0; FERRO OO F E.F, 
b| EF 过 点 P. 延长 CP X ФО, T o G.X AE, GE. 


CF DF NJ PAE = Z PDF = 90 , uj AE // DF, 57, - 





A PE -2PF, PD - 10, PA = 20, AD = 0. 进 而 有 
AC = AP- AD = 600, {第 11 题 ) 
所 以 AC = 1046, BC = 376. 
同 理 ”PG =2PC. 于 是 ,根据 市 线 定理 ,有 


CP- Єб= CB* СА, 
即 3PC2 = 346 x 1046 
解 得 PC = 2 15. 


12. 证 明 ЕЧ, Е 00,500 TOO T 
及 ,连结 AP ЖОО, T 再 ,连结 MR. PQ VEO O SES 
R,CO OO 半径 为 (R> r), 4.0.0 在 同一 直线 上 . 

HZ АМА = ОРА = ФФ, PQ// МЕ. TÈ 

РП РМ:РА PM 208-т) R— r 














PÈ pj) PA 28 R 
PD !R-r 
"m š Fg (Ж 12 80 
12 
aar PE РЕ R-r 


УЕ AB. BC. CA. PA. PB, PC, Æ РВ EU — 6 N fi PN = PC. SEÉER A ABC 
Ма) = Я, ВРС = 2 ВАС = GO, WUA РАС 也 为 等 边 三 角形 ,有 PC = NC. 
ЖЖ РСА = NCB, RA PCA [aA NCA AP = BN. AIE, AP + PC = PB. 进 
而 ,由 
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PA T PRT PC 

得 PD+ PF PE 
РА + РС РВ 

hk PD + РЕ = PE. 
练习 十 七 


1. 证 明 如 图 ,连结 AG 并 延长 变 BC T D, BÍ BD = DC. i D #E DH_L # + 
Н.Ш BE// DH// CF, DH МЖ BEFC 的 中 位 线 , DH = 


VES Cry X A406 A DHG £j 2E = PE 1 gg 





DH = -7 A0. Й АО = BE + CF. 
2. ШЕВ XE AE, BD, MC, PC. CF. BN, NE, PE. [БЫ 
A AGES A ВСР, Ék BD = AE, |8 FC = BD. 从 而 有 


MN ВМ 1 = PN 1 MP _ 1 4 
Fa л“ ВС pL EE E = ==, = 
BMN 人 ВСР = BC = 7. PAI ==, AE = 方 .于 是 可 得 MN 


= NP = РМ. B] S MNP 是 正三 角形 . 

3. 证 明 ТЕ Ri ABC Б, CD LAB, CO, 为 人 BCD 的 平分 线 , 故 

Z ANC = Z B+ Z BCN = Z ACD + Z DCN = Z АСМ, 

可 知 AN = АС. ану iE НМ = ВС. 

连结 AO PERCEN ТЕ, EHE ВО 并 延长 变 CM 于 下 .显然 O, TE AE Б, 
Dj 在 BF 上 ,从 而 АЕ. СЕ 9125 ЄЛ, CM 的 垂直 平分 线 , 有 OM = OC = ON, BI 
D FA CMN B PF RMON = 2Z MCN = Z АСБ =90, 即 OM ON. 

4. 证 明 如 图 , 作 ID | pC OE | ВС, D.E. I OE, H 


(GR 1 题 ) 


BD « 3 (AB + BC- AC), 
DE = ВЕ - BD= 7 HC - 1 (АВ + BC - AC) = + (AC- АВ). 


X. 10 = Y (AC АВ), DE = 10. 注 意 到 DE ЖҮ ID. ОЕ 间距 离 , 故 10 tE 
EFTER D, OE [EB EI Y. 01// DE, Вр 07/7 BC. 
5 证明 ЛЕ, BD | AC, AF | BC, CE | AB, Ш E. Н.Ю, А 四 点 共 回 , А, 
B.F, DUARA. B. F. H.E Ду К. TES Z КЕН = Z HBF = Z HAD = 
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(第 4 题 ) (5B 5 88) 
Z HED AETA ЕН 23 7 FED 的 内 角 平 分 线 . 同 理 可 得 НЕ Jë ЕЕ 的 内 角 
平分 线 HD fé Z ЕРЕ RRA EIR. BOH RES DEF 的 内 心 . ЯНА АВС 的 
重心 ,因此 ,结论 成 立 ， 
б. Ж Н 如 图, 困 AC F A IBCG ВУК, А BAC A 


£! 





-30P -2, HIC. М. 1 EL A ABC EPG, A A BIC = ӘФР 
+ Z BAC. Ik. 


< B C= 360P ~ HOP + T ВАС), BE 
Юд ZBAC+ Z BV C 14р. A 
НД, А.А, A CHARA. [B] SERT A,B. С.В 
ЖАА, С.В. СЧИТАЮ, А.В, С.А. В.С А 
НН, A ABC Sog САНЫ. 

7. ШЕН ШЕ, S ADF WA BDE ЮУ SEE 
О, $$ DO, ED, FO. HZ DEC = Z ODB, 2 OFC = 
ZODA 

Z DEC + Z OFC = Z ODB + — ODA = Y. 
BH O.E CFS. Fš A CFE 的 外 接 圆 过 点 
O AT LA ADF. A BED, СРЕ WQ HEBR T 0. 8 
BZ A = Z B= Z t = ӨР. 

Z DOE = Z EOF = Z FOD = 12Р. 

Xj 0,0, 0p.0,0, | 0E,0,0, OF REEI C.H., KW OL,LGLOLK 
MAJA. 0; HO. C AZAM, 0з. K. Q. H 四 点 共 圈 ,于 是 0); = 70; = 
ZO, 2 ӨР, ДАО 0,0, IE RAE. 

B. ШАН 《和 如 图 ,连结 АГ h 
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САЖ = ZACK + СА = Z ВСК + Z ТАВ = Z BAK 
+ ЈАВ = Z МАК, 
Al AK = IK. X. AK - BRM AK = BK = IK. 

(2) Z ACK = Z ВАК, k САК. АРК, 


e 





а-а < 
AD ^ AK" pd 
BI ER (D K 
(3 8 RB) 
间 理 可 证 269 Q 
mq тм CK CA CB CAS СВ CA+ СВ 
ACOG K UAD BD ADDE" AB ^ 
| Cl CK-IK СА+СВ-АВ 
进而 ,有 K IK АВ К) 
Cl AC ВС АС+ ВС 
= Im АР Вр” АВ Ф 
HEOR ЕС sss 
A 1 1 
ш ID IK” gc 
omo 
IK AK CK СК. AC + BC 
DK DK AK K7 AB ' 
进而 .有 IK DK , dC BC- AB. ® 
由 外 ,加 可 得 A - D. 1. 
o Ж OEA Di. DL HAR DI, Z AB T G.J RA ABD. RA САР, H 
Dl, - 90 Dp = Ë ДАР, Lo A ABC, Jj Z AEF = „СОВ = AS. # 


."AFE = 4$ = Z AEF, Ë AE = АР. 

(2) 假 设 ВАС 2 Фр, АЕР = Z AFE 4% j£ Al Ah, Р.Р. AE = 
AF ж AD. YE ABAC EA EIC AE AF ,使 得 ДЕ = АЕ = Ар, ADI S GAR 
B.S ADI. G AFL IR АЕ = ZAF L = 49, F E ЕЕ IS Z FF'1= 45° 39, 
135°. M Tfi A EE' Дыл AFF 5,18. EI; = Fb. X AAE o AAF. $8 Z BAD = 
Z CAD, Z B= С, АВ = AC. AH, AE = AF, Z ВАС REET 9004 AB = 
AC 时 存在 不 成 立 情形 . 
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10. ЕЧ ik AL. BM. CN p ABC ЕЗИ. AL ZE tB {ЧУ EF F K, W K 
为 下 的 中 点 ,用 AK GE ELE T SR,8 AS = AR. {МЕШ , ВТ = BV. CP = СО. 
ROH [jd r, Hj 
AR! = АҚ? + КК? = AC + r2— НК? 
=r + АН(АК- HK) 
= r4 АН HL. 
局 理 ВТ? = г? + ВН: НМ. 
CP! = г? + CH. HN. 
iH CM HLAJEN HL = АМ-МС.А. N H.M ORJE CH- 
HN = CM : AM . tk 
AH- HL = CH- HN. 





类 和 位 地 有 CH-HN = BH- НМ. 

因此 AH: HL = BH: HM = CH- HN. 
六 以 АК = ВТ = CP, 

Bi АК = AS = BT = HV = CP = CQ. 

li. 证 阴 ААС РР, РК, ЕЕ АК, ЩЩ OK. 1 ВС, OK = К, PC 
аф _ - АВ AJ 
= BKR= IK AAKBo АСР. X. AD// OK fie = gg M 

AD + OK _ АК АК 
OK ІК BK 
而 由 全 АКВ. ACP 可 得 
AK AC brc 
BK PO” a 
E. 
h + R bec 
R ` a ? 
进而 得 Rp Зали. 


ix R.r 分 别 为 全 4BC УНЕТА Ы С Эр БАРЕ. Арла ИЕ. 

12. 证 明 ”连结 A B.A C Ah Rl. BI, C = СВД ру ВА,С= 2 
Zan Ü =Z B+ Z 6. MAM iZ ВА С + ZA = 180, n] fd А. В.А. САЖ. 
同 理 得 А,В,Є,В, ID t tl a.c B.C IDR RL А,В, С,А,,В,, 六 点 
ДЕ, АЛДУУ. 
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练习 十 八 


— HFE 


Si + Sp + Sp = 3Sa с 7 AB: AC =9. 


HA ВАС = WPRTEUSE e. CER НЕНТ IP] ДЕ ЖИН Ж) 9. Р, 
2. 如 图 , 依 题 设 知 S N 
Sapa! 2А гом = АМ: OM = 7:3. ! | 
而 理 Saqi S a ou = 7:31, 1 \ : 
Е = Sa u = i S^ np ғ 注意 到 
tpp R: > 
Sean x 4 OP (X) = 2^ (Ж 2 RED 


31 POQ = РН S, ilo. .此 时 Sa у Sta R. 





{2 


. r- 
х2 p Ti 0M = R> Z R. PO 


% < РОЮ = РЕҢ. Н 0 到 РО ИШЕ БУ 


是 存在 的 . 
3. hit], ZA = ЫР, B = TY. HECA О, WEE 


OD OC, 8E ^12 60, 3 = ЗР. 72-2 Р, f OA = OB = 





D 


А O ЕВ 


Di 
5 (第 3 题 ) 


1 


3 
S аро = д ОА? = 2 


1 #2 t 
06 = 0D — v.d 是 


I 


Same= y ОС? = 4 ; 


f£ CE | OB. 3E E y E WI CE- d 06-5 РЖ 
1 2,42 _1 
Sam = у ОВ CES уур. 
3443 





5 = Ses ano + Š ^ р + Жл сон = 8 


4. MWA, BE AB МОС T AL Z UY AB = ЖР. Zñ Q' D, Z BAD = AS LEE 
Z ФАР = 45° АО = ЖР. О'А = SQ2, RE ADS /2-0'A- 10. 
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故 


AD = OD = 10. P ВОР = 2 Z BAD = 90 M Sama = ' 





OP = 50, Ë. Sggom = 2 7 ОР” =25x. 所 以 ,所 求 马 形 面 
Rib 25x – 50 = 25( x 2). 
5. ШИ, ROO HARITA S GEH PS, NL PS 


| AB, PS | QR, OR AB. РЕА PORA 2. РАВ, 


5 1 
хд. POR = РО 1 
Sapmg РА" Ч 


і 452 1, P5 2 205 22/3, #0 РА = PS + AS = 
4 13. М QS | 4P, 可 得 AS? = 40- РА, А 


лр = dS - -进而 ,得 








PA ` гз 
1! | 
Р) = PA- Аф = M 5, 
所 以 Sare = 20, Sapa = 20-77. PS: АВ 
Mid | 288 /3 
уур i 109-27. 


6. H AB EB ie. O УИС. R 0C / Ар, OC XE ED T BD. Say 
5. hii а сер = 5. Зек = 45. Sean = 35. 因 OE // AD M: 





Sang _ OB. 1 

Sapa АО С 4" 
Зл po 1 
H VRBE. -> 
Satanen 2 


TE Sap = S= Sapp A OE- EC, BE A OC ЗЕ B 3E3yFER BC = BO = ОС. 


HUM Sao = Ê. 
二 , 解 管 题 
Т. ШЕВА AZ PAD + Z PDA = ФР, 
故 BC+ CD + AB + BC = AR. 
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延长 40 ZOO 于 ,连结 РЕС), W BC = DE, BC - 
DE, 
A OBC ү ^ ODE ‚їй Saa = Same = Sange 
8. 证明 HRING 
AB* CD + AD: BC = АС+ BD. T 
X AC | BD it 


Syiar = i (AC DE + AC: BE) = = AC: BD. e 
HD OBI ré vr. 





GB 7 RB) 


9. 解 O) A Z COP = ZAQR = ФР — ZA = Z СВА, M£ Re A PQC c 


Rt 全 ABC ,有 


但 Saasc= y ab d 


同 理 可 证 RA PBR. Ries ABC ,有 


= а-а}. abla - x) 
Het 


0 219 


= TIL b* + с)? -2ab^x + eb 


_ ai + с? )- ( abt a bš ет J 
2b) c b) + e° 


(a a 


2 
О) 0 « x < a. 0 « 3 Sca EM x= QR. S + 5, 有 最 小 值 
C 


obo 
205% + cy 
10. Ж Ш.Е АР. PB 、0B, 有 
Z APR + Z AQS = Z APR + Z ABR = ARP, 


B PR// 03 ,四 边 形 POSR 为 平行 四 边 形 , 设 直线 BP, BO 所 成 锐角 或 直角 为 a， 
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| 
Smut = 252 ppo = BP* ВОвїпо 
过 点 A EAB Wik CO.OOCTAP.I ,连结 Р 
8.0B, 则 РВ ЖОНДИ ie, Pp НОО [Ж.Р В > 
РВ. ЖЕ g' B > ОВ. Ж] Р' = АРВ, Z = 
“АОВ ДЖ PBO 为 定 角 .sina 为 定 值 . 2 C O O0 fj 
Beo d. АН К m WAGTE PORS 的 面积 
a5 КЇН A 
S={v -mtv di- т?) т. 

ll. і OB- R.W| 01 = 2R.FL B ЕВР ; OA, 
D Sik t (ШЕ), Xi OD = хх, DA = 2R - х, BD = 
J R 2, 

АВ? = БА? + ВЮ = (2R - х} + СК x°) = 5R- 
4Rx. 





(第 上 Ew) 


有 Saa = GR AR), 


Sa ова = 1 z ОА* BD = > Оку R- х= R ¿ К – х?. 


所 以 SA = Sanna + Š A Br 
= R / Rš TR R - акс) 
= RVR- 3 -S3 Re HARI. 
Ж у= R Ra 3 Re V 
y + 3 Rx = Кук x, 


可 得 AR x? + 243 Кух + у — R^ = 0. 
由 А = (243 Ву) - A-AR (y - RO RO, 
从 而 解 得 ?<4R'.y 的 最 大 值 为 2 尼 , 当 * = 2 RETIRIS. PÆNE ACBO 
的 而 积 最 大 值 为 
| 2}? ‚УЗЕ! = 1.38) 到 . 
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12. 证 明 如 图 ,延长 DC 交 EF ЗЕКЕ РАТ. ИКАН д 
= Ха, НЕ =x, M| CF - о х, BF = n + x CL- 2234 


mix 
E 
GL= а. GC = a - CL = Dx єк 设 点 0 
n + x (a Tx ! 
到 FC WEB ES A a, 0 


25до; _ _ 2( Syon — So acr — Sanr- Saokc) 


Ы 





d = 





үү | 
. а 
р J 2 205 үл 
ү Ce- "+? 


ax — x a^ + x° - [gx a^ + r? 

















- žal a+x 2{п+х _ n + Y Xa s x) 
| (a? xi) + дах? (Ga! + Y EFTS 
(a+ х)? V (a х)? 
а? + x^ 
ERE 
| 07x 
Tics 
atr 
BU FG 551E 3) ABCD B9 ЛЕ. 
练习 十 九 


1. 解 ”在 地 板 的 每 -- 拼 接点 处 ,都 用 四 个 四 边 形状 所 .用 每 个 四 地形 各 有 
个 不 同 的 角 , 目 以 等 长 的 边 对 接 . 

2. 证 明 当 -个 三 角形 的 -… 个 顶点 沿 一 条 线段 移动 时 , 它 的 面积 在 这 条 线 
段 的 “个 端点 处 达到 最 大 值 ( 在 另 一 端点 处 达到 最 小 值 ). 因 此 ,可 将 和 公 ABC 的 
项 点 4 沿 一 条 过 4 的 直线 调整 到 多 边 形 的 边 上 ,再 沿 这 
条 边 调整 到 多 边 形 的 项 点 处 . 

з. 证 明 ”假若 一 个 单位 男 能 覆盖 该 年 形 , 这 表明 单 
位 圆 的 内 接 和 矩形 最 人 面积 将 大 于 2, 但 单位 图 的 最 大 内 , 
接 矩形 面积 为 2, 凶 盾 . 故 命题 成 立 . 

4. 证 明 Ж А,В,С NU УНЕ = ЫҢ. (第 5 题 ) 

是 各 顶点 三 角形 面积 最 大 者 .由 第 2 题 知 它 大 于 任何 放 人 该 多 边 形 内 的 .二 角 
形 , S4 ac s 1. DPA ABC 各 硕 点 作对 边 平行 线 , 围 成 全 PFC . 则 多 边 形 位 
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FAA'B'C 内 ,注意 到 Sarpe = ASA ages E RR. 

5. ШЕ i$ M DS ^ABC [E — AR XEM ESERE P BUDE Fr Rapa RH Fil Ë 
直 的 直线 ,交会 ABC ИТА. Е.Е, G ШЖ тл ЖЧТ n — EJES К, 
Жн tms] HERE, SIE СРН РЕ WI М ШЖ Р Ж ЇЇ. 
如 果 D.G P AiE A МЄ, Ир 分 别 平行 平行 给 形 P 两 分 边 , 故 И ШЖ P W 
ЕЦ Ф-Н ul. ax dq E.D ЖЫ Q EJE mita. M GREE 
Р EARE 六 的 任意 性 ,命题 得 证 ， 

б. VERB ”放大 的 小 辐 陆 心 应 在 边 长 为 3x24 的 
JÉ CD 内 .又 第 保证 不 与 其 正方 形 重 达 , 可 在 小 у, 
EREE EEA- 的 边 . 笛 在 四 角 装 上 半径 为 方 的 





地 网 .如 图 所 示 .出 


120(1+4x 二 + 至) < ao (99-2) case - 19x24. (Ж 6 88) 


4 

п Xn er UR wr 

7. 证 明 如 图 ,不 站 设 让 方形 ABCD 在 第 一 象限 .延长 >| . 
DA. CB ЎР ШТ Р. 0,25 OF=p,00=g,p<g. 由 是 | m 
Ш а-ро). DRRR. [gimgemerüerel, nec се U 
2 m-p>l-r>0 i ip < m < q. Mr q ESSE П | 
moqo 1 同样 p < m<g, 这 表明 家 线 x= m 位 于 两 宜 线 | 
AD , RC ZP. r me 

HRPE. FE TE v= mn, 位 于 两 直线 DC ..AB [Н]. CB 7 RN) 

两 直线 rem, =n JE (т, n) 38 d pK Н ҤЕ И ABCD FRE, 
E ipe fS ur. 

B. 证 明 分 三 种 情形 进行 讨论 : 

( | ABC ERA = HUE. EX BC 25 At ER. [ЯА > 909, и] ЧЕП] 

a4 ABC. НЕЁ AE Bro e E], ТОШ АЕ BC. 

(ü )A ABC 是 直角 三 角形 . 间 样 以 BC XS Ste BJ] ni BI D rok ДЕ ЛАП. 

(Ñ). ABC 是 锐 前 三 角形 . 设 圆 О ПЕ ти ABC ,我 们 可 以 在 图 О 内 半 称 
A^ ABC .后 -一 个 硕 点 B 落 到 圆周 上 .再 经 过 旋转 ,使 另 一 个 顶点 也 落 在 辐 周 上 ， 
此 时 第 三 个 顶点 А ЕАО AREE. i ВС мые ‚ЖА ВАС = 


Zo. C TEBLO Е CA' .连结 BA' "Tn СА' = ЖС. F, ABC 外 接 贺 直 
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; BC BC zzi 
径 = C 于 是 图 0 的 直径 ВЕ = АВС АЕ. H 


SLT El A ABC, Ж Н w il ТУРЕ. 
9. ШЕВА 不 站 设 ос Бес. ЖЕ, Н 


б> a° + b° + >a +-у (+ >а, 


故 a2. 

若 agda Uit B.G 作 单 位 圆 , BC 所 对 圆心 前 不 超过 ӨР, 1A 60Р, 
A AERA. 

# a> 43, H PARADA 


2 
2 432,2, 29 K. 32.3 
Imi = р + c , «6 249 «5: 


Mm, 3 <1. ТЖ BC PS D НГ K A ABC. 

10. 解 、 设 覆盖 4.8.C.D PUEDE R, F RAPERE 

(1 4 有 .CD 四 点 中 有 -点 在 其 他 三 个 点 为 顶 角 的 二 角形 内 部 或 边界 
ERIRE D TEA ABC 的 内 部 或 边界 上 ， илла 为 锐角 三 角形 时 , 必 有 


--f& GRAZA ENF ӨР. ИЙ 2 nl HI, MCN ,其 中 а 为 一 4 的 对 边 






长 .因此 Rg 十 .特别 她 ,在 АВ = BC = CA = 183, R- ,表明 ,半径 小 于 十 的 


(43. 43' 43 
Wali an 4 A ABG 为 钝 前 三 角形 时 ,以 最 大 边 为 直径 能 覆盖 这 
四 个 点 ,所 以 R=— < 方 

(i04, B.C D Ж PIU TTE BS DL, ШЧА Od XE S CREE 


ZA Z Сув}, NMR BD 为 直径 的 圆 覆盖 这 四 个 点 ,因此 R< < A 


ҖЕН — ЕИ (ПИ ДА, D) « 9084, Ж АРВ = ACB 909 , 则 以 
АЁ 为 直径 的 圆 覆盖 这 四 点 ,因此 R< + < = ШЖ Z ADB > ACE, B. АСВ 


<Р, ОЕА ABC ОЙРА ЯПЫП E КШ. Ret RRA MEF 


面 上 任意 四 点 A,R, C, 的 圆 的 最 小 半径 应 noy. 
11. 证 有 明 FALLA- -点 M 同时 在 这 六 个 图 的 内 部 .连续 M 与 六 个 图 
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的 圆心 ,如 图 , 则 
Z0M0, + Z 0,MO,+ + Z 0,M0 = ЗЫР. (D 
但 另 一 方面 , 依 题 设 
ОМ « ОО, „\. 
0; M «00,,, 
(i21,2,7-.6,0; = 0,) ,这 表明 0,0;, RE 20,0, M E 
的 最 大 边 , ZOMO, >W. TE (第 11 BB) 
Z 0 МО + ZOMO, + +Z OMO > ЗЕР. © 
TOATE kk ЕЕ EE 5 BB ФРИ ЕТЕУ T АУ Ра Ар. BARES ET 
ПЕЕ, А К-КЕ. 





练习 二 十 


|. 证 明 将 已 知 正方 形 等 分 为 4 个 小 正方 形 , 如 图 . 则 已 知 5 点 中 必 有 2 


点 属于 间 一 个 小 正方 形 , 这 两 点 前 虐 高 不 大 于 对 角 线 长 妆 

2. 证 明 将 4 个 数 按 奇偶 性 放 进 两 个 抽 拓 里 ,在 最 坏 的 
情况 下 ,每 个 抽 园 里 有 两 个 元 素 , 则 和 餐 个 抽 展 中 两 数 之 差 为 
山 数 ,我 们 得 到 了 两 个 足 侦 数 的 差 , 在 冬 积 中 提 拱 了 两 个 因 
数 2. 在 所 有 上 其它 情况 下 , 积 中 都 有 两 个 以 上 的 因数 2. 

现 考 虚 四 个 数 被 3 除 的 情 沉 , 则 必 有 两 数 关 于 模 3 同 余 ， 
它们 的 差 可 被 3 整除 , 放 5 个 差 的 积 可 被 12 整除 . 

3. 证明 ”不妨 设 顶 点 А, 发 出 的 五 条 线 般 中 AA Ad Ad, 为 红色 .如 
B] 3E AA АА. 4544 中 有 一 红色 ,如 AA, MEE ZAE А,А„А,, 5 D] 
A A454, 的 三 边 全 为 蓝 色 ,也 为 同色 三 角形 ,命题 得 证 . 

4, 证 明 上 -1 个 两 两 不 同 的 正 整 数 由 -四 上 -上 ia- ar ЖЯ k 
个 两 两 不 同 的 正 整数 ao，…m ОВ 2&Ё-1( > п ЖЕЕ п АЛЕ, 
中 必 有 商 个 相等 的 ,也 就 是 我 们 有 a -a = о, a, -a =a. 

S. EA 记 6 个 点 为 由 .有 六. 三, 下 .如 图 , 取 过 其 中 两 点 的 直 钱 2 ,使 其 
余 四 点 在 f U. Ят ВАР «DP, FS АЩ НЕ И ЖР, Z BAC. 2 CAD. Z DAE, 
LEAF ЧА — Ж EB ЗОР. ЖУ ВАЕ > 120, Ж ДЕ A ВАЕ, ЖР Z АВЕ + 
Z AFB < ӨР. E, HAREA T ЖЖ XP. 


GB 1 题 ) 
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UA 3 UD 第 5 题 ) 

6. 证 明 (EE T TUIUERER D = 27 条 对 角 线 ,过 平面 上 的 任意 一 点 0 
作 与 这 些 对 第 线 分 别 平行 的 27 条 直线 .这 些 直 线 分 割 以 O 为 顶点 的 周 第 ЗӨ 
为 54 个 和 .显然 ,这 些 角 中 最 小 的 -个 不 大 于 52 ( < 7P) .因为 对 角 的 两 连作 平 
HEAR. ARA ARER TE . 故 导 最 小 的 一 个 角 的 两 尘 边 平行 的 对 角 线 之 间 
By fo T, ЕЦЕ. 

了 .证 骨 以 下 证 册 更 一 舱 的 结论 :分 别 区 站 .13 摘 成 2n+ 1 5 n + 1. 

设 4. 引 是 全 部 给 定点 中 上 离 最 大 两 点 .车 ABIDE 4 为 圆心 ,1 为 半径 
作 而 可 盖 住 所有 2n+ 上 个 点 .着 AB 1, 设 X RECTE ALB AE ШАХ «1 
或 BY<1. 这 表明 所 存 给 定 的 点 的 以 4 为 国 心 ,1 为 半径 的 加 中 或 在 以 B SB 
心 ,| 为 车 乍 的 贺 中 ,其 中 必 有 一 融资 住 了 所 有 2+ А iB atl E. 

将 别 地 nm = 12 时 命题 或 立 . 

S.E 两 道 敬 的 得 分 共有 9 种 情况 :(2,2),(2,1),02,0),(1,27,{1,1),(), 
0).(0.2),(0,1),(0,0). HAERA 5 人 属于 同 -种 情况 ,所 以 学 生 数 人 至少 有 9 
х4+1=37 Á. 

9. EA 先 考 察 第 一 行 ,用 三 种 颜色 红 、 蓝 КИЕ 28 4 JA 38 LES HS PERLE pa 
则 ,至 少 有 10 fi ELE TRCI DERE ELE, ELTE IE 10 列 ,如 图 所 市 .再 继 
线 者 察 第 二 ,二 ,四 行 左边 Юю. 只 要 





某 行 有 两 格 梁 红 色 , 即 得 四 音 同 色 郊 形 , 否 则 又 如 图 15 - 9, 每 行 公 一 格 兴 红色 . 
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问题 转化 为 x 7 T Jr NE SED АЛА. ЖЫЯ 7?, 问 题 得 证 . 
10. 证 明 Hh FP «f y AER OL 1, 75,1993 可 得 形 如 x+ уч АЈ 19942 
个 , 呈 其 中 最 大 的 数 为 19930 L4 42) EHE, ER US EUR E LUE а 0.4 
端点 为 A:199301 442) ERR 04 平均 分 成 19947 — 1 个 小 线段 ,那么 19942 个 
点 总 有 了 两 点 落 在 同一 小 线段 内 , 设 它们 对 应 的 数 为 x + y I2 + y. {2,18 
[xi + yi 2 (r+ yo 221 
_ 199301 +2) 1442 23 
19942 – 1 1993 ^ 1993 
њу х1 1993,1 = yal 1993, FE, S xo = xj хә, у= yi ya, HIS 
ха+ уа 2 (xy - ху) + (yi у М2, 
ЙН дЕ ВИТ К. 


练习 二 十 一 


I. 解 ” 先 放 者 获胜 . 先 放 者 第 一 步 在 暴 面 的 中 心 放 一 个 硬币 ( 放 几 分 的 部 
可 以 }, 居 后 当 对 方 放 一 -个 分 币 后 ,自己 就 在 与 对 方 放 硬 币 的 中 心 对 称 的 位 置 放 
上 一 个 相同 的 分 币 ,这 样 , 具 要 对 方 放 得 下 ,己方 也 就 一 定 放 得 下 ,己方 水 会 失 
败 , 当 热 失 败 的 就 只 有 对 方 了 . 

2. 解 ”后 开始 的 人 会 凯 . 为 了 能 赢 , 乙 [ 即 后 开始 的 人 ) 在 每 一 步 上 ,都 将 棋 
子 从 甲 所 移动 的 位 置 上 移 到 该 位 置 关 于 方 格 表 中 心 点 对 称 的 位 置 上 .不 难 验 
证 ,他 每 次 所 称 动 的 距离 都 大 寺 甲 前 一 步 所 移动 的 距离 . 

3. 解 正二 十 四 边 表 是 个 中 心 对 移 图 形 , 因 此 玄 孩 第 一 步 可 引 一 条 过 一 
二 四 边 形 的 对 称 中 心 的 村 胡 线 { 它 存在 ,因为 24 ARRO RE ERAST iE 
意 一 条 对 角 线 后 ,她 只 要 引 -- 条 与 男孩 所 引 的 那 条 对 和 前线 为 中 心 对 称 的 对 角 线 
项 可 ,显然 ,在 女孩 做 任 一 步 后 ,已 经 引 过 的 对 角 线 湘 商 对称 ,因为 男孩 在 每 步 
(如 果 它 可 能 ;都 只 能 在 24 边 形 的 (由 第 一 条 对 第 线 分 成 的 ) 两 半 中 的 一 半 中 9 引 
对 角 线 ,所 以 如 孩 总 有 可 能 在 另 一 半 中 引 一 条 与 之 对 称 的 对 角 线 ,由 此 可 殉 , 男 
孩 不 管 如 条 通 法 ,总 不 可 能 引 最 后 -条 对 角 线 ,也 就 是 说 女孩 得 胜 . 

4. 解 乙 将 取胜 .因为 甲 无 论 怎样 取 , 余 下 的 火柴 数 总 不 是 3 的 傍 数 ,这 时 
乙 便 可 通过 选择 1 根 或 2 根 使 余下 的 火柴 数 是 3 的 以 数 ,于 是 甲 只 能 再 使 火柴 
数 不 是 3 的 入 数 , 乙 又 可 使 它 是 3 的 信 数 ,因为 0 是 3 的 倍数 , 故 甲 总 不 可 能 获 
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Wt. җар Ш ЖКЗЕ ЛЕЯ F Fi E. Z Akh. 

S.uERB 设 S 是 黑 极 上 所 有 数 之 和 ,初始 时 ,s = Qa 1) 为 奇数 ,不 妨 设 
az б, ША КЕТЕ 3 减少 2 所 以 3 的 奇 介 性 保持 不 变 , 最 后 剩 下 的 数 是 一 个 
e. 

6. 解 设 a ,wo КНИА БАО TAK. ЖЖ P= a, 7a as - 2, 
+ аз — as, ЭА EL TERR EXE TR h ORBE URGERE. 1=2, 故 目标 1—0 Жи Ж 
H. 

7. WERA flip iL— ARa AATE. i Н BB B] s f BBC 
“ 骨 友 对 "数目 之 和 。 现 在 假定 4 在 自己 的 房子 里 至 少 认 识 2 个 人 ,那么 4 在 另 
一 间 房 子 里 至 认识 1 个 人 ,让 4 搬 到 另 …… 间 房子 里 , 则 下 严格 减少 。 因 为 这 
个 减少 的 过 程 不 可 能 无 限 进 行 下 去 ,所 以 必 有 某 个 时 刻 , 瑟 达到 要 求 . 

8. 证明 3E] 29%. (- 2). -2(mod 9), 而 操作 过 程 中 各 位 数字 和 
тодо 是 保持 不 释 的 ,因此 最 后 所 有 孝 字 不 可 能 两 陋 不 同 . 否则 各 位 数字 和 将 为 
Ü+Í ++ +9=45=0( mod 9), 

ж. LEER ТУНА +. 
9. 解 ” 考虑 硕 点 处 的 火柴 根 数 的 一 般 情形 ， 
设 四 个 顶点 的 火柴 根 数 依 次 为 a .a,.a,.a . ЗЕН S= aí 7 a) ау- aq. 
经 过 一 次 操作 ,比如 从 a 处 移 走 广 根 , 则 各 顶点 火柴 炸 为 a km А, 
аз, + ka, Ë. Е + E; 2 2k, 计 算 此 时 的 和 557， 
S = (ар k) - Cay c ki) cas (ал+ k) 
=a- a+ t- aa- k- Ck + А) 
= $- 3k. 
FM a, BE k hL. HA aa, ННН 
S= (а + Д) (аз - Б) + lat kj) a= 5 + ЗЕ. 
眠 而 无 论 进行 儿 少 次 操作 , 相 令 操作 的 差 是 3 的 倍数 ,从 而 最 后 一 次 与 最 
初 一 次 的 差 也 是 3 的 倍数 ， 
而 第 -- 次 的 S= 1, 最 后 -- 次 的 8 =1-9+8-9= -9, 这 两 数 的 差 不 是 3 的 
TA ,因而 不 可 能 经 过 若干 次 操作 达到 题目 要 求 . 
10. 解 ”为 说 明 模 盘 等 个 格 的 位 置 特 征 , 可 以 把 每 个 格 编 一 个 号 ,也 可 以 对 
部 分 格 染 上 色 . 如 图 ,给 出 一 -种 染色 方法 ,我 们 发 现 :开始 时 棋子 在 无 色 格 , 禾 利 
的 目标 也 是 元 色 格 . 即 谁 把 棋子 走 人 翅 色 格 , 座 就 有 胜利 欧 可 能 , 谁 总 是 把 棋子 
走 人 有 色 格 , 谁 就 不 能 取胜 . 
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J spi t Jy 3 н EL BH 4 HB HT TE M T 76 t 38 CUL VA 
左 , 下 ,左下 二 个 可 能 器 入 的 格 都 是 有 色 格 ,任何 - -个 有 Z Z Z кл 
Е F FIDA RDÉENR A WW Р = p — 4 E Ж "r ms 
Ю.И ЮА ПЕТЕЛ nis AERAN C ud d 
已 把 棋子 从 有 色 格 坪 人 无 色 格 .这 就 说 明 先 二 者 不 能 
性 .后 走 者 只 要 总 是 把 棋子 走 人 无 色 格 ,最 后 一 定 能 取 (9108) 
t. 


练习 二 十 二 
і 分 析 729=272 = (HHH, 
71289 = dams Ту, 
7112889 — ixi tly, 
一 般 地 ,有 ?711… [15 1288 = 


(n— 1) 1 6n- УА R 

2. 分 析 先 考察 0 以 内 的 完全 平方 数 ,发 现 1 和 9 满足 题 设 要 求 .进一步 
考察 100 以 内 的 完全 平方 数 , 无 一 合乎 要 求 . 是 否 再 不 可 能 存在 满足 题 设 要 求 
的 虽然 数 呢 ? 

设 n=m(>1), 有 m 个 不 同 的 正 因 数 .n 的 所 有 异 于 m 的 正 因数 可 配对 ， 
使 每 对 数 的 积 等 于 n. 设 这 样 的 对 数 为 上 £, 则 m 22k « 1, М s а, BUB k 
个 小 于 mm 的 正 因 数 , 怡 为 ] 至 25 -1 这 下 个 奇数 , 故 25 一 1 是 (2k+1) 的 因数 ， 
注意 到 

(2k+1)2= (2k - 1)(2k+3)+4, 
26-114, ВН k=l EIE (O26 + 1)? = 9. [КП ЙЕ sak hy F E CDU 9 和 
1, 

3. 证明 iX ALB 两 点 间距 离 最 大 .注意 到 对 于 不 同 的 两 点 C. D. AC. BD 
ИР ДАЯ АНЕ ШТ. ЛЕ, Б AC. BD 相交 于 一 点 癌 , 则 四 边 形 ABCD 为 平行 
УЕ УЕ РСВ > Z СВА „Ш ПСВ Р. МТН РВ > DC = АВ, ЖІ. йк 
А.В УА. B ERRE HAEA. НИН ЁТ. fa ЛУ 

2(n-2)4-122n - 3(-). 
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4. 设 x、Y 是 x(i=1.2,….,5) 中 最 大 省 与 最 小 者 , 则 х 2х, y mV. 
A x-20.»20,8 28 ys xss2. fi x= y. BD 2 
5. ШЕЙ fE2a ТҮП, REBER DR. ЖИПТЕ О ЛЇТНЯ k + 


E im EET d ARES kc. Mü 228 n- kj, IENA n-k 
个 车 ,而 其 人 的 k 列 中 每 列 至 少 有 去 AE. Mf 3 71 8 
Юз kt 
+ -AL > 


> , 
б. ШВ iX à; 基点 пае ан AMÁKCT —. 依 题 设 , 有 姑娘 z, 
RH & ВЕЧЕ, 8 JK f 6. H gy ВЕТВЬ E 5S b 跳 过 舞 的 姑娘 中 , 必 有 g Ж 
5 b ОТА 否则 与 b, BPP h aR 5 Z 1, 与 o, HAERA. bb, 
gi 82 BI К. 
7. RE FE: 





138 [o pena pars rep 
rspjsde nii] ores] 


设 卡 片 总 数 为 "ETE 

(ID №=2"{л= 0,1,2, - OR , ЕТЖ F f RE P E, ВИЕ 22 
sk. 

СПО NZ 2^ + m(lsg me 2] Rie M ux KR T E ОЕ НЕ E B: h 
BS 2C€N -273K. 

3$ N 2100 8,25 < 27,2(100 — 26) — 72. S fei LT Fr HE EE T+ H 
的 第 72 К, 

8. АЕ "TIAS UE. BAE RA 1,3, 37, 32 FERT SE RISE BER SERE EK. 
B] 3S Bios 

m АНЬ, чт KO Pa Bp n] ЖӨ АЛШЫ, HI 1,3, 32,377 UR RE GS WT DUE 
di 12,3, EL (a - DLE SERE. 

9. 分 析 点 王位 于 半圆 中 心口 时 , 易 知 tn, AMP 
чат” MNP = соі АВМ * cot BAN( 定 值 ). 以 下 给 出 让 
ng. 








URL HES БМ AN. ШИЖ Z AMB = WP ,过 点 P H8 
252 


ЕРЕ BU ^c AM TOE. PE AN BN T F. 
(E RAS РЕМ ЖП Ri PNE 中 得 


PE PF  PE- PF i 
2 ^el. РА bm aa — fI I— í 
lan. МН lan, DINI ME NF ^ ME- NF- u 
соі“ ABM coat BAN = сд APE col ВРЕ = 2-07 PE 2) 
AE: Bf 
, . АЁ AP МЕ 
2 R^ e 4X T 一 二 一 一 一 -一 f 
因 PE; BM , PF, AN EET РВ BF ' Ч 
АЁ, BF = ME: NF. vy 


FERE CD © GENS Bi NZ T. 
10. 证 明 BiH ҮТЕ BRIE S уг 最 小 的 -组 , 设 其 为 (u， 
b.c d). WAR, A 
a). d =3(с-+ 1”), D 
于 是 31 at FRETAR TER EA 3| a.3| b. am 3m b = Зп. АТ 
e 4 d 236m + n°). 


TEXTER EH -He а, т.п), Н съ Ф «at^ EVE IG ERR. 
练习 二 十 三 


1. 解 ” 等 -个 空格 中 的 数 的 特点 , 它 是 左边 第 一 个 数 与 上 曾 第 一 数 的 腰 
积 , 第 一 行 6 个 空格 中 数 都 是 8 与 第 一 行 各 数 飞 积 ,于 是 第 一 行 6 个 宝 格 中 数 的 
和 等 于 
бх{9+11+7?+15+3+19}. 
同样 地 ,第 一 行 如 个 空格 中 数 的 和 等 于 
12x(9-11 47415434 19). 
第 三 行 ,第 四 行 .第 开行 出 有 类 似 的 结果 . 
所 以 ,全 部 加 个 数 的 相等 于 
{(В+12+14+10+20)х(9#+11+7+15+3+ 19) 
= 64 x 64 = 496. 
2. 解 Кыт. A 


A 3° +4х—1=60, 
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nj HR, x, 都 是 方程 





3⁄2 4 - 1-20 
的 两 根 , 根据 韦 达 定理 ,有 
Bl _ 4 
x + y = 3^ 
AA _ i 
Y y^ 3 
TE, 
1 4 
l ху+1 "+y 3 
y+— = = = = 4 
x x + 





Р, 由 对 称 性 ， күү РА үм. " BP - 
£X РОМС). (第 3 题 ) 

TAR. PA, PB tb^r ЭЛЕ О, E 0, 的 切线 ,于 是 
由 切线 长 定理 得 

АМ + MC = МС = МВ = NP + РВ = NP + РА = NP + PM + MC, 

D NM = NP + PM. 
这 与 三 角形 两 边 之 和 太 于 第 三 边 的 结果 予 盾 .因此 , 圆 Oo, B| 0, 的 内 公共 苇 线 
lus. 

A. 证明 { ЕЖЕ ху y = w pipa З, ОЛУ. 

x+ y+2 V xy = pp. 

所 以 wz 为 有 理 数 ,但 止 整数 的 算术 平方 根 或 是 正 整 数 AERAR, Lo zy DH 
EE. 

5) —JH ETE x € у = v pip; RA RRN х, 
得 z+“ xy ppt. 
BU pipa x ERS. AH po; 为 不 同 质数 ,所 以 x = рур. CE NL [| Ж, y = 
ppas CN. FE. ву zu pip Ё Ж рур; 1 +8) = 4 pip 可 得 上 +s= 
1 ,这 与 +s 尖 2 矛盾 .因此 ,vvz+vy = pp F XR. 

5 证 明 RER PRETE at mtot agt br bore bs =0, 广 意 
到 a,b, 都 是 车 于 个 上 + 上 的 积 , 因 面 mw 和 己 应 是 +1 或 -1. 记 al as PH F 
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T- dub 6,77, bas PE m T — 1.382 £ + m = 25. 
一 方面 ,aa ax bib, b Е A В) 625 T + 1 的 各 ,因此 ауаз: 
ax mb by ha BEC 12 zC- D". F Et 
(-D*"z(-1Y"-l, 
这 与 £ + m=25 38 AE, EXHI a orca b + bx + **" + bx 
0. 
б. Ж 每 根 厌 材料 的 切割 如 下 表 所 示 , 有 以 下 情况 . 


@ o ee 


23% E pum 










" 





TA C D О) ЗАЕЛА G. 2), OCORRER HE 42, 
14,29,1 4. 8118 2.32K 1.7 Ж,1.3 ЖаН 100 根 ,上 用 原材料 
42 + 14+ 29+ 1 2 86(48). 
7.ж E]. FH ALB, CL DLE 表示 相应 地 Е 
方 .用 A 一 B 表示 若 去 4 地, 必 在 B 地 ,其 余 类 ^ 
Wika XAF , 把 DLE 画 双 层 圆 央 表示 重点 地 ` 
Jj, 34-38 .B.C 间 无 线段 相连 ,表示 只 去 


HREF ALEE E AE AD ЖЕПП \ 
去 B.C. GERTA ERSAN EATE. 因 ` 
E.D 至 少 太 一 地 , iH EFE Di TI € 
须 去 СЮ. 是 不 能 二 B 地 ,也 就 不 能 去 4 地 . (第 7 题 ) 


故 参 观 团 全 少 去 D.C 两 地 . 

8. 解 (1)、(2) 均 不 能 实现 . 

自 左 下 骨 起 ,每 个 方 属 串 以 用 一 对 数 (坐标 ) 来 表示 ,第 主 行 第 j 列 的 方 格 记 
Сар). БТЕ UH ISI Pr E ri) ЧЕТВ S. 一 方向 ,每 跳 一 次 ,5 增加 
0 或 2, 因 而 5 的 奇偶 忻 不 变 ; 另 -一 方面 , 右 ( 堪 ) 二 角 9 УНА P IIR rt 
去 下 角 9 个 方 格 的 纵 坐 杯 之 和 大 5x9( = 45) ,这 是 一 个 背 数 . 因此 , 回 管 是 否 


定 的 . 
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Ж RET NIE = f е, REFA < AAMER, EIE: 
所 有 x EFIE S, 

-Pai MET AE Р ЛЕ AB. BC PK CA ELE X RES EUER - 
Дә] CLASE МИЙ wH s B3 oi RR 8 ОЗЕ 2. АН L лт БРЕ E 
RA 一 定 是 蓝 色 В -: 定 是 白色 РЕДА А АА 上 的 各 个 分 点 到 如 时 ,颜色 
tra uk W AB АА РАЕН P А, ВС, СА F RE 
如 此 ,它们 对 5 的 贡献 均 为 奇数 ,所 以 S SEA. 

另 -~ 方面 ,如 果 每 个 二 角形 ; 中 至 少 丰 两 个 顶点 同 色 SB REIP RODEO 
或 2 条 两 端 异 色 的 边 . 它 对 和 5 的 贡献 为 偶数 ,从 而 S BE. 

两 方面 所 得 结果 不 -- 80. uxo de e LS SIE DBSIELLUT NER GST. 
hij. 

10. 证 明 ”分 两 种 情 彤 考虑 : 

( |) 如果 平 面 上 上 存在 一 个 边 长 为 1 КИЙН] Eod] LE =. ШЕ р PR 
M. 

Cli Jp ЛЕТЕН А 1 ЖИЙ zx [LEAL AE =E LUI — 5E fr TE BRE КЕ 
的 距离 为 1 的 点 A 和 加. 我 们 来 以 AB БЕРЕ -DEE A 2 ЗЕЙ А ABC W H: 
质点 C ekipa RE, ax B VÉASE C 55A ба 取 AC PPS O M| O 5 
4 .让 之 一 同色 ,不 妨 设 o-lcife.Bb oc 338 EW А dE- :个 正三 第 形 
A OCD HACE BI OC=1, 而 平面 二 又 不 存在 边 长 为 1 ШИЙ cx R] exte E — 
fS. HL DEKSO C G.P I ahi А Ы. FE HB А АРЕ RME -个 项 点 
问 色 的 正三 角形 ,日 过 长 十 3. 

Euer PEWA AT, M HAE he. 
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一 口 voog 一 


vaäðvaaa (у 


лл H H O 


L122 


I I| O v 


L] ч 


al Information] 
ШШШШШШП 


LIL 

Lr 

Lr 

Lr 

Lr 

Lr L1 

Lr Lr 

Lr Lr 

Lr L1 Lr 
L1 L3 L3 L3 L3 L1 Lr Lr 
L1 L3 L3 LL L1 Lr Lr 
L1 L3 L3 L3 L3 L1 ca [шишин иш 1 L3 L3 
L1 L3 L3 L3 L3 LL x [шишин иш 1 1 A A иш 


1 ГГА СІ A A иш A A L3 L3 A A A 

L3 a L3 A A A A A иш L3 L3 d E3 L3 A L3 L3 A L3 L3 

L3 L3 Ad E3 EL L3 L7 — E3 E Г E3 E E23 E E E23 E3 E E3 E 

L3 L3 P3 E3 E P3 E3 E P3 x aaa aaa E3 E E3 d A E 

L3 L3 d E3 E Г Г — A A иш 

daada ГГ ГГ ЛГ 

L3 L3 E23 L3 L3 E3 E E23 ГЛ ГЛ E3 E E23 E3 CLIP PLP nd aonad ad E3 E23 a0 A A A A 
L3 L3 E23 L3 Г E3 E E23 E33 E E E3 E E23 E3 P3 E23 E3 E31 nd aoad Ї 
L3 L3 E23 Г E33 E E73 P3 E E E3 E E23 E P3 E23 E3 oai E F3 ad ad E3 E23 E23 A A A E 


